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本 节 是 数理 及 辑 方面 的 一 本 名 洲 * 既 概括 了 数学 东 珊 的 主要 内 容 , 也 概 
括 了 这 方面 所 产 生 的 车 于 基本 方向 。 本 书 为 数理 尼 辑 如 递归 久 数 论 担 殿 一 
令 有 系统 的 导 沦 * 也 为 更 新 的 数学 基础 的 探讨 提供 一 个 有 系统 的 导论 ， 
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第 一 部 分 “数学 基础 问题 


第 - 章 集 论 
51 可 数 集 


在 讨论 我 们 的 主要 内 容 之 前 ， 最 好 先 简单 地 介绍 一 下 康 托 
《Cantor) 的 集 论 . | 
四 只 羊 的 羊 群 与 四 株 树 的 小 林 可 以 彼此 用 一 种 方式 相 联 系 ， 
而 它们 和 三 抉 石头 的 石 堆 或 者 七 株 树 的 小 林 之 间 却 绝 不 能 用 同样 
的 方式 来 联系 。 虽 则 在 纸 上 和 叙述 这 一 不 说 自明 的 事实 的 时 候 , 我 
们 已 经 用 了 数目 这 样 的 字眼 ， 但 我 们 所 说 的 关系 却 是 形成 基数 这 
个 概念 的 基础 。 人 们 可 以 不 去 计数 羊 和 树 ,而 把 它们 彼此 配对 , 例 
如 把 羊 扎 到 树 去 , 使 得 每 一 羊 每 一 树 都 恰巧 只 属于 一 对 。 把 含有 
客体 的 两 个 集 的 元 素 作 这 祥 配 对 的 方式 叫做 一 一 对 应 
1638 年 伽 里 略 〈Galileo) 注意 到 正 整 数 的 平方 可 以 和 正 整数 
本 身 配 成 一 一 对 应 , 即 
1, 4,9，16,….， 112，。，。 
1,2,3，4，….，2 
尽管 依照 古老 的 公理 ,全 体 是 大 于 它 的 任何 一 部 分 的 . 在 1874 年 
与 1897 年 之 间 , 康 托 根据 建立 一 一 对 应 的 可 能 性 ， 有 系统 地 对 无 
穷 集 加 以 比较 ， 
在 全 里 咯 “ 停 论 "中 的 两 个 集 以 及 自然 数 入。 
0,1，2，3:，……，1 一 1 …， 
都 是 "可 数 的 "无 穷 集 的 例子 。 若 妈 最 后 这 个 集权 村 并 ， 我 人 可 


1) 通常 所 谓 自然 数 是 指正 整数 ,但 本 书 所 说 的 自然 数 兼 包括 0X 即 非 负 整数 ) 
译 者 注 。 | I 
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”以 定义 说 ,如 果 一 无 穷 集 可 以 与 自然 数 建立 一 一 对 应 ， 则 它 便 叫 做 
可 数 的 (或 可 排 的 ,可 枚 举 的 ). 
要 说 明 一 无 穷 集 是 可 数 的 ,只 须 指 出 它 的 元 素 可 以 排 成 (不 重 
复 ) 一 个 无穷 表 册 ， ,然后 ,在 表册 中 的 第 一 个 便 对 应 于 0, 第 二 个 
对 应 于 1, 以 此 类 推 。 虽 则 表册 本 身 是 无 穷 的 , 但 每 一 个 元 素 在 表 
册 中 都 占 一 个 有 限 的 位 置 . 
对 一 集 的 元 素 所 作 的 一 个 特定 的 无 穷 表册 (不 重复 的 )， 或 这 
个 集 的 元 素 与 自然 数 之 间 的 一 一 对 应 ， 就 可 叫做 这 个 集 的 一 个 枚 
举 ; 一 元 素 所 对 应 的 自然 数 就 叫做 该 元 素 在 枚 举 中 的 指标 . 
有 穷 集 的 元 素 亦 可 以 作成 表册 , 即 有 穷 表册 。 因 此 ,可 数 的 这 
个 字眼 除 指 那些 可 数 无 穷 集 以 外 ,有 时 亦 兼 用 于 有 穷 集 。 
整数 集 是 可 数 的 ,只 须 依 如 下 次 序列 成 表册 即 可 ， 
0，1， 一 1，2， 一 2，3， 一 3，-…。 
有 理 数 集 亦 是 可 数 的 ， 如 果 我 们 依照 通常 的 代数 上 的 大 小 次 
序 而 把 它 和 整数 集 相 比较 , 这 是 一 件 很 可 惊异 的 事情 。 在 * 轴 上 
整数 点 是 孤立 的 ,而 有 理 点 则 是 “到 处 稠密 的 , 即 不 管 两 有 理 点 如 
何 相近 ,其 间 还 有 这 种 点 ， 但 这 个 枚 举 却 可 以 用 一 些 方法 完成 ,这 
里 只 就 正 有 理 数 而 作出 , 对 全 体 有 理 数 的 情形 , 读者 可 自行 为 之 。 
设 把 正 分 数列 成 一 个 无 穷 方 阵 ,如 下 
1/1 1/2—>1/3 1/4—>:…: 
2/1 2/2 2/3 2/4 
3/1 3/2 3/3 3/4 


4/1 4/2 4/3 4/4 


ee 


然后 顺 箭 头 而 枚 举 各 分 数 ， 正 有 理 数 是 能 够 表 成 带 有 正 整数 分 于 
和 分 母 的 分 数 形 式 的 。 试 枚 举 出 所 有 的 分 数 ; 若 一 分 数 的 值 与 前 
面 的 相同 ， 则 招 该 分 数 嗣 除 ， 这 样 ,我 们 便 得 到 正 有 理 数 的 一 个 枚 . 


举 殉 下 : - 
1, 2， 1/2， 1/3， 3，4， 3/2, 2/3， 1/4,.…* 


这 种 方 阵 方法 是 个 一 般 方法 ， 可 用 以 枚 举 由 可 数 集 的 元 素 所 
作成 的 有 序 对 偶 , 例如 , 自然 数 的 有 序 对 偶 或 整数 的 有 序 对 偶 等 。 
方 阵 的 每 一 行 可 用 以 枚 举 第 一 元 素 为 固定 的 那些 对 偶 ， 由 可 数 集 
的 元 素 而 成 的 有 序 三 元 组 可 如 下 枚 举 , 再 一 次 使 用 方 阵 法 ,其 各 行 
都 是 对 第 一 元 素 为 固定 的 那些 三 元 组 的 依 上 法 而 作 的 枚 举 ， 逐 步 
地 我 们 可 以 枚 举 对 于 每 个 确定 的 正 整数 *， 由 可 数 集 的 元 素 所 组 
成 的 = 元 组 。 所 有 这 些 枚 举 ,包括 原 有 可 数 集 本 身 的 枚 举 ,可 用 以 
作为 一 个 新 方 阵 的 各 行 , 因而 得 到 一 个 = 元 组 (” 是 可 变 的 ) 的 枚 . 
举 , 即 得 到 一 个 可 数 集 元 素 的 有 穷 序列 的 枚 举 ， 

这 个 结果 可 用 以 得 到 具有 整 系数 的 代数 方程 的 枚 举 ， 

Qox? 十 lixa 十 :十 io 十 ar 一 0 (ceo 天 0) 
因为 每 个 方程 都 可 用 它 的 已 给 的 系数 序列 
《ceo 2Z12“ ”3 Un—1> Co) 
来 描述 .“( 实 ) 代 数 数 ” 便 是 这 种 方程 的 实 根 。 因 为 每 个 给 定 的 方 
程 至 多 有 = 个 不 同 的 根 , 故 代 数 数 是 可 数 的 . 

还 有 别 的 方法 可 以 阐明 枚 举 某 些 集 的 可 能 。 在 处 理 一 个 可 数 
集 ( 有 穷 或 无 穷 ) 时 ,在 某 一 特定 的 枚 举 中 各 元 素 所 对 应 的 自然 数 ， 
可 用 作 各 个 元 素 的 记号 或 名 称 。 反之 , 如 果 在 一 个 预先 指定 的 并 
且 不 含混 的 记号 系统 中 ， 一 集 每 个 元 素 都 对 应 于 一 个 名 称 或 一 个 
明显 的 表达 式 ,那么 该 集 (有 穷 或 无 穷 ) 便 是 可 数 的 ， 这 里 ,我 们 并 
”约定 所谓 一 个 名 称 或 一 表达 式 是 指 一 个 有 穷 的 符号 序列 , 各 符 
,号 均 由 给 定 的 可 用 符号 的 有 穷 字母 表 中 选 出 来 的 。 例如 , 整 系数 
的 代数 方程 可 对 系数 及 指数 采用 十 进 记 法 而 写 出 。 指 数 写 在 * 的 
右上 方 这 种 记 法 无 关 重 要 , 它 可 用 适当 的 约定 而 消去 之 。 其 实 , 要 
是 我 们 只 限于 讨论 这 些 方程 ， 那 末 简 单 地 把 指数 和 * 写 在 同一 行 
是 可 以 的 由 此 所 需 的 符号 恰好 有 如 下 一 些 : 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9，x， 十 ， 一 ， 一 ， . 
在 方程 中 第 一 个 符号 不 是 0. 我 们 再 招 这 些 符号 看 作 是 十 四 进位 
系统 中 的 数字 记号 (digit) (十 四 进位 法 以 14 为 底 , 正如 十 进 法 以 
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10 为 底 一 样 )。 这 时 每 一 个 方程 都 变 成 一 个 自然 数 〈 不 同 的 方程 
变 成 不 同 的 自然 数 )。 我 们 可 以 依照 这 些 数 的 大 小 而 枚 举 方 程式 
了 。 


$ 2. 康 托 的 对 角 线 法 


数学 中 所 讨论 的 无 穷 集 中 有 些 是 不 可 数 的 ， 这 可 由 康 托 的 有 
名 的 “对 角 线 法 : 而 得 到 证 明 , 实 数 集 便 是 不 可 数 的 ， 

让 我 们 先 讨论 在 区 间 0 二 * 志 1 中 的 实数 *。 在 这 区 间 内 每 
个 实数 都 可 以 唯一 地 表 成 一 个 真 无穷 十 进 小 数 ， 即 它 的 第 一 个 有 
效 数字 在 小 数 点 之 右 ; 并 且 有 无 穷 多 个 非 0 数字。 一 数 当然 可 以 
表 成 一 个 有 穷 十 进 小数 , 即 依 0 重复 的 9, 但 这 个 小 数 可 换 成 无 穷 
小 数 , 依 9 重复 2 .例如 ,0.483 或 0.483000… .可 换 成 0.482999 …， 
反之 ， 每 个 真 无 穷 十 进 小 数 都 表示 该 区 闻 内 唯一 的 一 个 实 

今 设 
是 该 区 间 内 的 一 些 实数 但 未 必 是 全 体 实数 的 一 个 无 穷 表册 或 一 个 
枚 举 。 今 依次 写 下 与 它们 相应 的 无 穷 十 进 小 数 ， 


0.xo Xor Xo Xo * 
0.xio Xu Xi X13 ** 
0.x Tu Xn 223。。。 


0.xs0 Xa X23 X33 ** 


依 箭头 所 示 选 出 对 角 小 数 。 我 们 把 每 个 数字 xus 换 成 另外 一 个 不 
同 的 数字 zx, 但 须 避 兔 产 生 有 穷 小 数 。 例如 , 可 令 区 。 一 5 如 果 
Xnn 下 5, 而 Xn 一 6 如 果 pp 5。 


了 “ 依 和 (或 做 9 重复 " 指 从 某 一 数位 起, 以 后 各 位 数字 全 为 0 (或 9 一 一 译 者 注 - 


,4 »。 


结果 所 得 的 小 数 

0.xoori rts3* ** 
便 表示 该 区 间 内 一 个 实数 x 但 却 不 在 上 述 枚 举 之 内 。 因 为 这 小 数 
与 所 给 的 第 一 个 小 数 相差 在 小 数 点 后 第 一 位 ， 与 第 二 个 小 数 相差 
在 小 数 点 后 第 二 位 ， 与 第 三 个 小 数 相差 在 小 数 点 后 第 三 位 ， 等 
等 。 

因此 ， 所 给 的 枚 举 并 非 该 区 间 内 所 有 实数 的 枚 举 ， 对 该 区 间 
.内 所 有 实数 的 枚 举 是 不 存在 的 . 

要 把 对 角 线 方法 应 用 于 实数 而 不 限于 区 间 0 < * < 1 内， 只 
” 须 把 实数 表 成 首 数 加 尾数 的 样子 , 即 37.142… . 一 37 十 0.142 
一 2.813… 一 一 3 十 0.186…， 然后 反对 角 线 法 应 用 到 尾数 去 便 
成 了 . 

因此 显然 ， 在 有 理 数 集 或 代数 数 集 为 一 方 与 实数 集 为 另 一 方 
之 间 揭 示 了 一 个 本 质 的 差异 . 

注意 到 康 托 在 [1874] 年 的 发 现 ( 见 文献 ) 如 何 地 六 明了 刘 维 尔 
《Liouville) 早 在 1844 年 的 发 现 , 那 是 有 历史 意义 的 。 刘 维尔 已 经 
能 够 用 一 个 特殊 的 方法 而 作出 一 些 超越 ( 即 非 代数 数 ) 实 数 来 。 康 
托 的 对 角 线 方法 却 把 超越 的 存在 只 由 上 述 的 极 一 般 的 考虑 而 看 得 
十 分 清楚 ， 事实 上 ， 对 代数 数 任 作 一 种 枚 举 xzoxziyzasxz3 都 可 
由 对 角 线 方法 而 作出 一 些 个 别 的 超越 数 来 ， 

( 实 ) 超 越 数 是 不 可 数 的 。 因为 ， 如 果 它们 和 代数 数 一 样 是 可 
数 的 ， 那 末 把 这 两 集 的 枚 举 联合 起 来 就 可 以 取得 所 有 的 实数 的 枚 
举 了 . 因此 ,在 一 定 意义 上 说 ,大 部 分 实数 是 超越 数 . 

不 可 数 集 的 另 一 个 例子 是 ( 单 值 ) 函 数 集 ， 它 的 定义 域 及 值 域 
都 是 可 数 集 。 为 确定 起 见 , 试 讨论 以 自然 数 为 主 目 以 自然 数 为 什 
的 函数 集 ( 或 由 自然 数组 成 的 无 穷 序列 集 )， 再 设 对 它们 的 一 些 但 
未 必 全 体 作 一 个 枚 举 

foCn), fCn), fCn), fn), »* . 
今 依 次 地 写 出 各 个 函数 的 值 序列 ， 以 它们 为 名 生 而 作成 一 到 广 


® 5 ee 


foC0), fC1), fC2), fol3), + 

C0), fF1), £2), fC3), +» 

C0), £1), £02), £3), 

fC0), fC1), £2), fC3), ee 
- - 一 、 


今 取 在 对 和 角 线 上 的 值 序列 ,把 这 些 值 全 部 改 成 别 的 值 , 例如 , 每 值 
都 加 上 1。 以 结果 所 得 的 值 序列 作为 fx) 的 值 , 即 令 
fln) 一 jn(2) + 1， 

则 Kw) 不 属于 这 枚 举 之 内 ,因为 它 与 第 一 个 被 枚 举 的 函数 在 
0 处 所 取 的 值 不 同 , 与 第 二 个 函数 在 1 处 所 取 的 值 不 同 ,等 等 。 

这 论证 又 可 另 述 如 下 。 假 车 fx) 会 在 这 枚 举 之 内 , 即 若 有 某 
个 自然 数 4? 使 得 对 于 每 个 自然 数 7# 均 有 

fn) 一 fn). 
今 把 这 式 中 及 前 式 中 的 变 元 > 代 以 自然 数 9, 则 得 
fq) 一 fq) 一 fl 十 1。 
这 是 不 可 能 的 ,因为 自然 数 fs(q) 不 可 能 等 于 它 自 己 加 1。 

还 有 一 个 不 可 数 集 的 例子 , 那 便 是 各 种 自然 数 集 的 集 . (但 有 
穷 自然 数 集 的 集 却 是 可 数 的 , 为 什么 ?) 我 们 可 用 一 个 代表 函数 来 
表示 某 自然 数 集 , 即 在 属于 该 集 的 自然 数 处 它 取 值 0, 在 不 属于 该 . 
集 的 自然 数 处 它 取 值 1。 某 自然 数 集 的 代表 函数 的 值 的 序列 便 是 
由 0 与 工 所 组 成 的 无 穷 序 列 。 例如 ， 设 该 集 包 含 自 然 数 0, 2, 3， 
但 不 包含 1 与 4, 则 该 值 序列 将 从 01001:… 开始 。 今 把 这 些 值 序 
列 取 作 无 穷 方 阵 的 行 ,对 于 对 角 线 上 的 数值 的 改换 ,将 是 0 与 工 相 
互 对 换 ， 

这 几 个 不 可 数 集 能 不 能 彼此 作 一 一 对 应 呢 9 还 有 没有 其 他 类 
型 的 无 穷 集 ? 读者 可 试 自 行 作答 (答案 见 $ 5)。 现在 我 们 考察 康 
托 理论 的 一 般 表述 。 了 
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$3. 基 数 


康 托 的 “抽象 集 :的 理论 是 论述 一 般 集 的 (他 亦 给 出 “点 集 : 理 
论 )， 康 托 把 集 与 元 素描 述 如 下 . “所谓 一 “ 集 是 指 我 们 感觉 中 或 
思想 中 一 些 确定 的 彼此 完全 有 区 别 的 客体 mw 一 一 它们 将 叫做 该 集 
的 元素: 一 一 的 总 合 而 考虑 为 一 个 整体 M”([1895],p.481)。 

集 有 所 谓 空 集 ( 或 零 集 ), 即 没有 元 素 的 集 , 以 及 么 集 , 它们 只 
含有 一 元 素 。 空 集 记 为 0; 由 单个 元 素 所 组 成 的 么 集 记 为 {e}; 
以 4a, b,c，"… 为 元 素 的 集 记 为 {a， 2， < 

一 集 亦 可 称 为 集合 .集体 、 类, 域 或 总 合 〈aggregate，collection， 
class，domain， totality). 4 为 M 的 元 素 亦 可 说 4 是 加 的 分 子 , 或 a 
属于 M ,或 “在 M 中 ,或 记 为 se M。 如果 “ 不 是 的 元 素 , 可 记 
为 a¢ M. 

”如 果 两 集 WM 与 Y 有 相同 的 元 素 , 亦 即 对 于 任何 客体 4, ae M 
当 且 仅 当 se NN, 则 说 集 M 与 NN 相同, 记 为 M = 一 N. 

如 果 两 集 M 与 N 之 间 有 一 一 对 应 ($ 1)， 则 说 集 M 与 N 等 价 
( 记 为 M ~ N)。( 有 时 我 们 用 "对 应 M ~ N" 指 M 与 NN 间 的 一 个 
特殊 的 一 一 对 应 , 如 果 M ~ 的 话 ， 这 种 对 应 是 必然 存在 的 .) 

关系 M ~ 入 显然 是 自 反 的 ,对 称 的 和 可 传 的 , 即 , 对 于 任意 
的 M,N, 与 P, 必 有 : M ~ M。 如果 M ~ N, 则 N ~ M， 如果 
M~NRKN~P,MNM~P. 

一 集 M 的 基数 是 作为 某 一 客体 六 而 引入 的 ， 这 个 客体 连 系 着 
所 有 与 M 等 价 的 (包括 M 自 己 ) 那些 集 也 只 有 那些 集 。 照 这 定义 ， 
到 一 尺 当 且 公 当 M ~ N。 1 

| 除 此 之 外 ,基数 究竟 是 什么 , 这 个 问题 大 概 是 无 关 重 要 的 ; 但 
我 们 可 以 给 出 一 些 解释 . 康 托 是 这 样 说 的 : 当 我 们 从 一 集 M 出 发 ， 
对 它 的 各 种 元 素 的 性 质 及 次 序 作 抽象 以 后 ， 借 助 于 我 们 的 理智 而 
得 出 一 个 公共 概念 ,这 概念 我 们 便 明 做 集 M 的 ' 势 :或 基数”“. 这 
， 是 双重 抽象 ,所 以 他 对 MM 的 基数 用 符号 设 来 暗示 这 个 双重 抽象 。 弗 
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雷 格 〈Frege) [1884] 和 罗素 (Russell) 【1902] 都 把 基数 总 看 作 等 
价 于 对 的 集 所 组 成 的 集 ; 冯 诺 曼 (von Neumann) [1928] 则 从 这 些 
集 的 集 (“ 等 价 类 ' ) 中 挑 出 一 个 特定 的 集 来 作为 这 类 集中 任 一 个 集 
的 基数 ， : 

集 的 “部 分 这 个 概念 可 由 如 下 定义 引入 。 如果 集 M, 的 每 个 
元 素 都 是 M 的 一 个 元 素 ， 那 末 M, 叫做 MM 的 子 集 (部 分 集 )， 记 为 
MCM. . 
例 1 三 个 元 素 a, 6, c, 所 成 的 集 {a，5, c} 有 八 个 (一 29) 子 
集 : O, {a}, {626}, {c}, {a, 56}, {a, c}, {6, c}, {a, b,c}. 

注意 , 集 导 的 子 集 是 包括 空 集 O 及 集 村 自己 的 。 集 计 自 己 叫 
做 假 子 集 , 其 它 的 子 集 叫做 真子 集 。 显 然 ,如 果 MCM;i 及 MiC 
MM( 省 写 为 MiC MCM), 则 MCM. 

两 集 M 与 N 的 并 集 或 和 M + N 是 由 至 少 属于 M 或 N 之 一 的 
( 即 或 属于 MM 或 属于 入 的 ) 那些 客体 所 组 成 的 集 ; 而 其 交集 或 积 
M .NN 则 是 由 同时 属于 人 及 NN 的 ( 即 属于 M 又 属于 入 的 ) 那 些 客体 
_ 所 组 成 的 集 . 两 集 以 上 的 并 及 交 准 此 。， 必 与 N 的 差 集 M 一 N( 当 
NCM 时 亦 叫 做 关于 M 的 补 集 ) 是 由 属于 必 但 不 属于 入 的 客体 
所 组 成 的 集 . 

例 2 {a, 65, c}+ {bd} = {a, b, c,d}, {a, pc {2 
a} = {2}, {a, b, c} 一 {2， a} {a, b， c} 一 {5} = {a, c}. 

显然 ,M 一 MICM 又 当 且 仅 当 MCM, 则 Mi 十 (M 一 
M1) 一 M。 如 果 两 集 WM 与 六 没有 公共 元 素 ， 即 如 果 M .N 一 0O， 
则 说 M 与 不 相交 。 例如 ，M, 与 M 一 M, 是 不 相交 的 。 如 果 M 
与 N 不 相交 , 则 或 者 M 关 N 或 M 一 N 一 0. 

现在 再 讨论 一 个 重要 问题 , 即 两 基数 的 比较 。 设 给 出 两 集 M 
与 Y， 那 末 有 或 者 没有 的 某 一 子 集 Ni， 使 它 与 M 成 一 一 对 应 ; 
反之 ,有 或 者 没有 座 的 一 个 子 集 M,， 使 它 与 成 一 一 对 应 。 结合 
这 两 对 可 能 选择 我 们 一 共有 四 个 情形 ， 在 任何 两 集 M 与 N 之 间 必 
恰巧 只 有 一 个 情形 成 立 : 

(la) 有 NN 使 M ~ 和 MCN; 但 没 M1 使 N~ MCM. 


(1b) 没有 和 使 天 ~ VCN; 但 有 Mi 使 N~ MCM. 

(2) 有 ,使 M ~ 和 NCN; 有 MM 使 N~ MCM.，, 

(3) 没有 Ni 使 MM ~ N.CN; 没有 Mi 使 N~ MCM. 

如 果 是 情形 (1a)， 我 们 说 集 M 的 基数 小 于 集 N 的 基数 《 记 为 
设 二 六 )， 要 把 “<*” 当 作 在 基数 衣 与 页 之 间 的 关系 而 不 仅 是 在 集 
MM 与 NN 之 间 的 关系 ,我 们 必须 指出 ,如 果 M'~M 及 N ~N, 则 
情形 (1a) 可 以 适用 于 集 M", V' 当 且 仅 当 它 可 以 适用 于 集 M,N。 

基数 全 的 次 序 关系 是 可 传 的 , 即 对 于 任何 三 个 基数 页, 克 . ， 
如 果 好 一 六 及 扩 一 下 则 所 一 巨 

我 们 定义 ， 如 果 一 设 , 则 友 > 瓦 .因此 恰巧 当 情形 (1b) 
时 有 所 > 六 ， 至 于 关系 总 一 尺 , 即 M ~ N, 显然 是 情形 (2) 的 
特例 ,这 里 ,只 需 把 N. 及 M， 取 作假 子 集 便 成 了 . 因此 , 对 任何 两 
基数 上 及 床 而 言 , 设 << 评 , 六 一 请 及 设 > 六 这 三 个 关系 是 ' 互 
斥 的 , 即 不 能 有 多 于 一 个 关系 成 立 ， 

在 未 讨论 到 该 理论 的 高 级 阶段 ( 见 $ 5) 以 前 ,很 难看 出 这 三 个 ， 
关系 是 否 是 “ 穷 举 的 ', 即 是 否 这 三 关系 中 至 少 有 一 成 立 。 借助 于 
下 一 定理 这 问题 可 以 得 到 部 分 的 澄清 ， 以 后 的 问题 只 在 于 情形 (3) 
是 否 会 出 现 了 ， 


$ 4. 等 价 定理 ,有 穷 集 与 无 穷 集 

定理 和 A 如 果 M~NCN 及 有 ~ oY 则 M ~ V, 换 
句 话说 ,就 $ 3 的 情形 (2) 言 ,一 定 是 站 一 。【《 伯 恩 斯 坦 (CBee 
tein)[1898]. )- 了 
证 明 根据 假设 ， 我 们 可 假定 在 N 的 于 集 与 之 间 忆 给 由 
了 一 个 一 一 对 应 M 人 N's 类似 地 ， 有 NX Mi 我 们 的 问题 是 ， 找 
出 第 三 个 一 一 对 应 M 之 N。 
设 4 一 M 一 M4。 在 所 给 定 的 对 应 MM 二 N, 中 ,MM 的 子 集 
如 的 元 素 所 对 应 的 元 素 将 组 成 N, 的 (因而 也 是 和 N 的 ) 子 集 Bi, 可 

记 为 do B, 又 在 另 一 已 给 对 应 N M, 中 ,的 子 集 B, 的 元 
»。9。 


素 所 对 应 的 元 素 组 成 M, 的 (因而 也 是 M 的 ) 子 集 41, 可 记 为 Bi~ : 
41; 等 等 。 因 此 有 

dLBlAdtT BL AL B22 A Lo'. 
我 们 可 如 下 理解 , M 与 为 两 个 镜子 , M 在 M, 以 外 的 部 分 do 被 
轧 转 反射 而 在 M 上 产生 了 一 个 无 穷 长 列 的 像 41,，4;, 4;,*…, 又 
在 N 上 产生 了 Bi, B;, Bi, "+*, 如 下 图 所 示 ， ( 集 M， Mi 及 N 是 
由 水 平 线 上 在 字母 “M”,“ MY 及 “N” 以 右 的 部 分 所 表示 ;而 集 4。， 
Bi, Ai, ** -等 则 由 截 下 的 线 女 所 表示 .) 


M M 
义 、 NA 
DC 六 人 六 7 
人 
令 4 一 4 十 帮 十 4 十 4 十 即 4 为 对 的 子 集 ， 包 括 
了 4 的 元 素 或 者 它 在 M 中 的 像 4,， 4 4 … ' 的 任 一 个 像 的 元 
素 . 又 令 B 一 BT 二 B: TB 十 .…， 即 3 为 的 子 集 , 包 括 了 4 
在 六 中 的 像 Bi, B,, B;, … 的 任 一 个 像 的 元 素 。 
要 得 到 一 一 对 应 M NN, 我 们 须 给 出 一 规则 使 得 对 MM 的 每 个 
元 素 m 来 说 部 能 确定 对 应 于 NN 的 一 个 元 案 zx， 并 证 明了 这 个 对 应 
是 M,N 闻 的 一 一 对 应 ， 
规则 ” 试 考虑 M 的 任 一 元 素 m， 那 末 , 或 者 ?属于 子 集 4, 或 
者 w 不 属于 4, 即 mw 属于 M 一 4， 如 果 w 属 于 4 则 它 在 入 中 的 对 
应 元 素 4 将 是 它 在 M 入 ,中 所 对 应 的 元 素 。 如 果 m 属 于 M 一 
4( 这 时 属于 M,), 则 它 在 六 中 的 对 应 元 素 7 将 是 它 在 N 之 Mi 
中 的 对 应 元 素 。 
这 样 得 出 的 对 应 是 M 与 Y 间 的 一 一 对 应 ， 因为 : 
” 《a)M 中 的 不 同 元 素 wm, 设 为 m, 与 wm;, 必 对 应 于 中 的 不 同 
元 素 思 与 wm， 当 mm, 与 m2 IR 周 属于 4 或 同属 于 M —4 时 这 是 显 
然 的 . 当 mi€ 4 而 ma€ M 一 4 时 这 也 是 对 的 , 因为 这 时 办 6E 
了 3 而 zcEN 一 也。 
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(b》 VV 的 每 个 元 素 都 对 应 于 M 的 某 一 元 素 m。 因为 ,了 的 元 
素 都 有 4 的 元 素来 对 应 , 而 N 一 B 的 元 素 都 有 _M 一 4 的 元 素 
来 对 应 . 

在 MM 与 N 间 建立 一 一 对 应 的 方法 可 以 如 下 想像 ， 在 上 图 中 把 
MM 中 do Ais 4 4 ` 的 那些 部 分 都 向 右 移 一 步 , 因 而 A 在 4 
- 处 ， 4 在 4A; 处 ， 4; 在 A; 处 ,………。 这 样 一 来 ， NZ Mi: 便 变 成 
NM 了 . 

系 A 如 果 MCN, 则 设 魏 太 

( 设 和 请 指 : 到 一 六 或 时 一 玉 .) 事实 上 , 如 果 MCN， 
则 取 对 作 入 1, 必 有 情形 (12) 或 (2) 成 立 ， 

空 集 O 的 基数 记 为 0 (注意 , 只 有 M' 二 0 时 才 M ~ 0). 
如 果 akN， 则 NV 十 {a} 的 基数 记 为 六 二 1. (注意 ,对 两 个 给 
定 集合 VY+{tehN 二 ftej 且 cfNeagN 而 言 , N 十 {a}~ 
N 十 {a'} 当 且 仅 当 N ~ NM。 力 

若 把 自然 数 0, 1, 2, …….，z， 2 十 1, .…… 当 作 已 知 的 客体 序 
列 ， 那 末 上 述 两 个 定义 便 把 每 个 自然 数 7 都 对 应 于 一 个 基数 ， 这 
基数 亦 记 为 zx。 这 些 基 数 叫做 有 穷 基 数 ， 而 具有 这 些 基数 的 集 叫 
做 有 穷 集 ， 下列 两 个 命题 将 在 $ 7 例 1 中 加 以 证 明 ， 

(1) 就 每 个 自然 数 # 而 言 ， 有 穷 基 数 ” 是 下 列 集 的 基数 : 即 
依 自 然 数 的 通常 次 序 而 由 在 自然 数 * 以 前 的 所 有 自然 数 所 组 成 的 
集 ;用 记号 表 之 , 则 为 , 4 一 {0,1,2,…-,n 一 1}. 

《2) 如果 设 一 n(n 为 自然 数 ), 并 且 M ~ MiCM, 则 Mi 一 
MMM。 因此 ,有 穷 集 与 它 的 任何 一 个 真子 集 都 不 等 价 . ， 

由 这 两 个 命题 便 不 难看 出 ， 依 § 3 的 定义 在 有 穷 基 数 间 所 确 
定 的 相等 关系 mw 一 ”及 次 序 关系 m < 4 恰 和 自然 数 闻 熟知 的 
相等 关系 及 次 序 关系 相 一 致 (特别 是 , 对 有 穷 基数 而 言 , 确 有 x 二 
2 十 1)。 因 此 ,如 果 我 们 把 自然 数 与 有 穷 基数 等 同 起 来 , 亦 不 致 有 ， 
任何 的 混淆 . 


1) 原文 此 处 不 够 精确 , 今 改正 一 -一 译 者 注 ， 
e 11 。° 


如 果 一 集 不 是 有 穷 的 , 便 叫 做 无 穷 的 ,而 其 基数 便 叫 做 无 穷 基 ， 
数 或 超 穷 基数 。 全 体 自 然 数 集 的 基数 , 因而 也 是 每 个 可 数 无 穷 集 
的 基数 ($ 1) 叫 做 No。《 读 为 “阿里 夫 零 ”). 

系 B 如 果 w 为 有 穷 基数 , 则 n < No 

证 明 因为 # 为 全 体 自然 数 集 的 子 集 {0, 1,2,3,.……,n 一 1} 
的 基数 , 依 系 A, 有 4 Xo。 今 试 假定 4 一. 因 + 十 1 亦 是 有 
穷 基数 , 故 同样 地 有 十 1 所 No 由 假定 ”一 N, 可 得 > 十 1 委 w， 
这 与 天 ”十 1 相 了 矛盾 . 故 w 一 站 的 假设 是 不 可 能 的 , 因而 得 
1 过 & 

定理 B 任 一 无 穷 集 M 必 有 一 个 可 数 无 穷 子 集 . 

证 明 M 不 是 空 的 ,否则 它 将 有 有 穷 基数 0 了 . 故 M 有 一 个 元 
素 a,, 但 是 M 一 {ao} 又 不 是 空 的 ,否则 M 将 有 有 穷 基 数 1. 故 M 又 
有 男 一 个 元 素 a。 照 此 下 去 ， 我 们 可 以 选 出 不 同 的 元 素 ao au 
{2 43，*'* ,以 对 应 于 自然 数 0, 1， 2，3， 0® ,定理 得 证 . 设 P 是 MM 
中 未 选 到 的 元 素 所 组 成 的 集 &Md 一 {e， G19 023 433“ …}, 则 
| M=P+ {a a a as …}。 

系 和 A 如 果 闻 为 无 穷 基 数 , 则 信和 六。 

由 本 定理 及 定理 A, 系 A 得 证 . 

系 B 任 一 无 穷 集 M 必 与 它 的 一 个 真子 集 等 价 . 

因 M( 表 达 如 上 式 ) 等 价 于 它 的 一 个 真子 集 

加 M— {a} = P+ {a a 43 a **}o 

这 个 系 与 上 文 的 命题 (2) 一 起 , 曾 由 狄 德 金 《Dedekind)[ 1888] 
提议 作为 分 别 有 穷 集 与 无 穷 集 的 另 一 定义 .( 可 见 , 在 项 里 略 “ 奇 
论 ” 中 所 注意 到 的 性 质 是 无 穷 集 的 特征 .) | 

系 C 对 任 一 无 穷 集 M 引信 有 穷 个 或 可 数 无 穷 个 元 素 的 集 
后 ,其 基数 并 不 改变 . 

因 新 元 素 bs bi bas 0 可 如 下 引 人 

M + {bo bs 有 2 一己 十 {ao, bos ai 


bi1s a23 Bas 03 bss * 省 。 


反之 ,这 个 系 说 , 如 果 从 一 集中 抽出 了 可 数 多 个 元 素 , 只 要 结 
果 所 得 的 集 M 为 无 穷 集 , 则 其 基数 并 不 改变 。 如 果 原 有 的 集 为 不 
可 数 的 , 则 结果 所 得 的 集 必然 是 无 穷 不 可 数 的 ， 否则 对 原 有 的 集 显 
然 有 一 个 枚 举 了 . 故 

系 D 对 一 个 不 可 数 集 而 抽出 有 穷 个 或 可 数 无 穷 多 个 元 素 
时 ,其 基数 并 不 改变 . 


”*§ 5. 更 高 的 超 穷 基数 


本 节 中 的 第 一 条 定理 是 把 $ 2 中 最 后 一 例 的 情况 作 一 般 的 表 
述 . 读者 若 对 这 定理 及 其 引 理 就 一 些小 的 无 穷 集 M 作 些 独立 的 考 
察 ， 那 是 很 有 好 处 的 . 第 二 条 定理 是 把 定理 A 系 3 中 所 遇 到 的 情 
光 的 推广 . 

为 了 简化 证 明 的 表述 ， 我 们 利用 等 价 定理 ， 尤 其 它 的 系 A， 
不 过 只 须 把 论证 略 作 更 改 , 不 用 等 价 定理 也 可 证 明 这 些 定 
理 . 

引 理 A 如果 5S 为 M 的 子 集 的 集 ， 且 MS, 则 M 有 一 个 子 集 
T 不 属于 5S. 
i “证明 用 康 托 的 对 角 线 法 。 对 对 的 一 个 子 集 而 言 , 如 果 能 够 
决定 对 的 元 素 中 那些 是 属于 该 子 集 的 , 那 末 M 的 子 集 便 确定 了 .要 
确定 这 点 ,又 只 须 给 出 一 个 一 般 的 准则 ,由 它 可 以 对 对 的 任何 元 素 
妈 而 决定 该 元 素 属 于 该 子 集 与 否 。 现在 我 们 便 给 出 一 个 这 样 的 准 
则 来 定义 一 个 子 集 了 。 
: ”准则 在 假设 所 给 出 的 一 一 对 应 M ~ S 中 ,M 中 的 任何 一 
个 元 素 双 都 对 应 于 S 的 一 个 元 素 S$。， 但 5 为 M 的 子 集 之 一 , 因此 
或 者 mw 属于 S$ 或 者 mw 不 属于 S$。 如 果 坟 属于 $5， 则 约定 m 不 属于 
T。 如 果 mw 不 属于 5, 则 约定 ww 属于 工 ， 

今 试 作 一 个 与 引 理 相反 的 假定 ， 即 假定 了 是 属于 S 的 . 
则 在 一 一 对 应 M ~ 中， 对 应 有 一 个 元 素 对 应 于 7, 设 为 
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ms 是 否 属 于 79 我 们 把 mw 当 作 普 而 应 用 准则 ， 因 为 xm 对 应 
于 了 ， 故 准则 中 的 S 在 现在 情形 应 指 T。 不 管 m1 属于 了 I 或 m1 不 
属于 了 ,这 个 准则 都 引出 了 矛盾 . 

因此 了 属于 $S 的 急 设 引出 了 矛盾 . 由 反 证 法 ( 即 当 由 一 命题 
而 推出 矛盾 时 ,该 命题 的 否定 便 证 明了 ), 我 们 可 作出 结论 说 , 7 不 
属于 S. 

设 M 为 一 给 定 的 集 , 则 对 的 子 集 的 集 , 即 以 M 的 (所 有 ) 子 集 为 
元 素 而 组 成 的 集 , 今 后 记 之 为 4M (“起 由 德 文 “Untermenge”( 子 
集 ) 而 来 ). | 

定理 C 对 任何 集 以 ,让 < iM( 康 托 定理 ). 

证 明 如 果 NV, 是 M 的 么 子 集 之 集 , 则 M ~ NCUM . 故 由 定 
理 A 系 A， 肌 一 六 < UM。 车 本 定理 不 成 立 , 设 肌 一 HM , 即 设 
M ~ UM。 则 4M 将 适合 引 理 中 对 S 所 作 的 条 件 ， 根 据 此 引 理 ， 


” M 将 有 一 子 集 工 不 属于 UM .这 是 不 可 能 的 ,因为 UM 是 M 的 所 


有 子 集 的 集 . 故 另 一 个 可 能 页 < HM 必 成 立 . 

如 果 把 具有 超 穷 基数 si 的 集 取 作 定理 中 的 M ,我 们 可 以 得 出 
集 HUM, MM,"…, 有 越 来 越 大 的 超 穷 基数 . 这 些 新 基数 记 为 2%， 
2x。, (事实 上 ,对 任何 集 M 而 言 ， UM 的 基数 都 记 为 2%。 注意， 
当 对 为 有 穷 集 时 ,这 和 通常 算术 的 记 法 是 一 致 的 . ) 

引 理 B ”如果 5S 为 一 集 , 而 M 为 5 的 子 集 的 集 ， 2 
元 素 必 言 ,M 中 均 有 另 一 元 素 M' 使 得 再 二 衣 ' ) 则 对 M 中 每 一 
素 M 言 ;都 有 疫 二 5 

证 明 因为 MCS， 故 由 定理 A 系 A 得 六 之 3。 试 与 引 理 相 
反而 设 设 一 35。 这 时 类 似 地 我 们 有 设 ' 志 3, 这 与 计 一 5 合 起 
来 就 得 出 衣 ' 过 站 ,这 是 与 到 < 及， 相 矛 慎 ， 故 到 一 弛 这 个 
假定 是 错误 的 ， 另 一 个 可 能 设 二 5 必 成 立 . 

如 果 M 为 一 集 且 其 元 素 又 是 集 ， 则 属于 M 的 某 元 素 村 的 那些 
元 素 ( 全 体 ) 所 组 成 的 集 叫 做 属于 M 的 集 的 并 集 , 并 记 为 SM， 属 
于 MM 的 每 一 个 元 素 妈 的 那些 元 素 所 组 成 的 集 叫 做 属于 M 的 集 的 交 
集 ,并 记 为 3M( 9 由 德 文 “Durchschnitt* 《交集 ) 而 来 ). 这 些 概 
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念 与 53 所 引进 来 的 一 样 , 不 过 这 时 却 运算 于 集 必 的 集 M (被 并 或 
被 交 的 集 M 的 集 ) 之 上 罢了 .例如 ,M :十 N= 一 S{M,N}, M :N= 
DO{M, N}. 

定理 D 如 果 M 为 集 的 集 ， 又 如 果 对 于 M 的 每 一 个 元 素 M 而 
言 ;M 中 都 有 另 一 个 元 素 M 使 得 大 < 及 ', 则 对 M 的 每 一 个 元 素 
M 而 言 , 必 有 六 二 SM. 

证 明 由 SM 的 定义 可 知 ，M 的 每 一 元 素 M 均 是 SM 的 子 
集 . 若 取 6M 作为 引 理 中 的 3, 则 本 定理 可 由 引 理 B 得 出 ， 

我 们 知道 , 集 M, UM , WM ,……… 分 别 具 有 越 来 越 大 的 超 穷 基 
数 NW,2%,2**,.… ,但 由 本 定理 可 知 ,它们 的 并 集 都 具有 一 个 比 这 
些 基 数 中 任何 一 个 还 要 大 的 超 穷 基数 ， 根 据 定理 C 又 可 把 这 并 集 
作为 起 点 ,而 得 出 一 个 新 的 递增 的 基数 系列 。 这 样 的 系列 可 以 无 
穷 扩张 下 去 . 

要 更 详细 的 知道 康 托 的 关于 抽象 集 的 理论 ， 例如 可 见 康 托 
[1895-7] 豪 斯 多 夫 〈Hausdortft) [1914] 或 [1927]， 弗 兰 克 尔 
(Eraenkel)[1928 ] 或 [1953]. 这 理论 还 有 一 个 密切 的 分 支 , 是 处 理 
“序数 ”的 . “基数 可 比较 定理 ”, 即 肯定 页 一 及 ,万 一 六 及 抽 > 玉 
是 穷 举 的 ( 见 $ 3 末 ) 乃 是 蔡 尔 梅 罗 〈Zermelo) [1904] 的 “ 良 序 定 
理 ” 的 一 个 系 (例如 ,参见 豪 斯 多 夫 [1914] 或 [1927], p.61, 或 弗 兰 
克 尔 [1928]，p. 205)， 至 于 有 名 的 “连续 统 问题 ”, 即 在 与 24o 
之 间 有 没有 任何 基数 的 问题 ,到 德尔 (Gaad) [1947] 曾 有 简短 的 
讨论 . 

我 们 所 以 从 康 托 的 理论 开始 ,是 由 于 两 个 完全 相反 的 理由 .第 
一 ,作为 今后 的 基础 的 那些 概念 及 方法 , 有 些 已 经 以 原始 的 及 简单 
的 样子 出 现在 这 理论 中 了 . 其 次 ,这 个 理论 如 果 发 展 得 太 远 , 是 会 
引起 逻辑 的 困难 来 的 ， 而 这 困难 正 是 我 们 主要 探讨 的 出 发 点 . 这 
将 在 第 三 章 中 看 到 . 

例 具有 基数 2w 的 集 。 这 是 所 有 自然 数 集 全 体 子 集 所 组 成 
的 集 所 具有 的 基数 ,在 $2 中 我 们 曾 称 之 为 各 种 自然 数 集 的 集 . 在 
那里 , 我 们 把 这 集 的 元 素 用 由 0 与 1 所 组 成 的 无 穷 序 列 来 表示 . 0 
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与 1 可 以 看 作 二 进 记 数 法 中 的 数字 记号 《〈 二 进 靶 以 2 为 底 正 如 十 
进 法 以 10 为 底 一 样 ), 这 样 我 们 便 得 到 所 有 二 进 真 小 数 的 集 了 .应 
用 定理 B 系 DD 来 除去 有 穷 小 数 (这 只 有 可 数 多 个 ), 我 们 便 得 到 无 
穷 二 进 真 小 数 . 后 省 一 一 地 表示 了 区 间 0<* 委 1 内 的 全 体 实数 
x*。 由 真 无 穷 二 进 小 数 我 们 又 一 一 地 得 出 自然 数 所 组 成 的 无 穷 序 
列 或 者 以 一 自然 数 为 主 目 以 自然 数 为 值 的 函数 ， 只 须 把 每 一 个 小 
数 与 具 下 性 质 的 函数 f(z) 来 对 应 便 成 ,f(0) = 小 数 中 在 第 一 个 1 
以 前 0 的 个 数 , 1(2) = 小 数 中 第 一 个 1 与 第 二 个 工 之 间 的 0 的 个 
数 ,等 等 (例如 ,函数 吧 对 应 于 小 数 0.101000010000000001……)》。 

如 果 在 区 间 0<x 委 1 中 删除 了 数 x 二 1, 只 留 下 区 间 0<x*< 一 
“1 内 的 实数 *。 容 易 找 出 一 函数 y 一 (x) , 使 得 当 * 在 本 区 间 内 变 
时 ,函数 取 每 个 实数 也 恰好 只 取 每 个 实数 一 次 作为 ?的 值 ,例如 函 
数 y = cot rx 就 是 ， 若 除去 有 理 数 , 则 只 留 下 ( 实 ) 无 理 数 ;又 如 除 
去 代数 数 , 则 留 下 超越 数 . 在 笛 卡 尔 解析 几何 中 ,实数 与 实 哆 几 里 
得 直线 上 的 点 的 坐标 是 对 应 着 的 。 此 集 便 是 线 连续 统 ， 因此 基 
数 2 便 是 “连续 统 的 势 ”. 

其 次 ,我 们 又 可 用 下 法 得 到 实数 有 序 对 的 集 ， 如 果 把 对 偶 (x， 
y) 看 作 平 面 上 的 笛 卡 尔 坐 标 , 便 得 到 实 欧 几 里 得 平面 上 的 点 . 根 
据 上 面 已 经 得 到 的 实数 集 与 0,1 无 穷 数 列 集 的 等 价 性 ,可 知 任 两 个 
实数 *,y 对 应 于 两 个 0,1 无 穷 数 列 
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而 这 可 以 并 成 一 个 单一 序列 
和 
对 应 于 唯一 的 一 个 实数 。 反之 , 任何 一 个 序列 都 可 根据 这 个 并 合 
法 而 拆 成 确定 的 一 对 序列 . 同样 的 过 程 得 出 实数 ” 元 组 (对 于 任 
何 固定 正 整 数 z) 或 # 4 维 实 欧 几 里 得 空间 的 点 甚至 于 可 得 出 实数 
的 无 穷 序列 或 is 维 实 欧 几 里 得 空间 的 点 ， 后 者 可 用 $1 所 用 的 方 
法 把 个 0,1 数列 。 . 
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”并 成 一 个 数列 
Xoo X10 Xor X02 Xi X20 X30 X21 L129 F033 *** 
在 其 中 所 给 的 每 个 数列 的 每 一 项 都 有 一 个 确定 的 位 置 ， 

由 于 连续 性 ， 只 要 实 变数 的 实 连 续 函 数 在 有 理 数 主 自 处 的 函 
数值 已 经 给 定 了 , 该 函数 所 有 的 值 也 就 定 了 ， 只 须 依 一 个 固定 的 
枚 举 法 确定 了 有 理 数 的 次 序 ， 那 末 这 些 函 数值 也 就 可 以 作为 实数 
的 无 穷 序列 而 给 出 。 因此 , 由 定理 A 系 A 这 些 函 数 的 集 至 多 具有 
基数 2%. 但 因为 常 函 数 集 ( 具 有 基数 2%) 是 它 的 子 集 , 故 这 集 又 至 
少 具有 基数 2%, 因 此 , 它 便 恰好 具有 基数 2%， . 

具有 基数 32 的 集 . 这 是 自然 数 的 集 的 集 的 基数 .由 于 自然 
数 的 集 与 实数 或 ” 维 空间 或 8 维 空间 的 点 之 间 的 等 价 性 ,可 知 实 
数 的 集 或 ” 维 实 欧 几 里 得 空间 的 点 集 或 8, 维 实 欧 几 里 得 空间 的 点 
集 也 具有 这 个 基数 . 实 变 元 的 实 函数 可 由 它们 的 图 形 表示 ， 这 
图 形 又 是 平面 中 的 点 集 , 故 实 函数 集 最 多 具有 基数 ?22 。 但 是 只 
以 0, 1 为 值 的 函数 可 作为 实数 集 的 代表 函数 , 因而 便 是 具有 基数 
2 。 的 子 集 , 故 知 实 函数 从 好 具有 基数 2 .如 果 我 们 引用 几何 术 
语 到 这 例子 上 来 , 我 们 便 得 到 了 2w 维 实 欧 几 里 得 空间 的 点 所 成 
的 集 了 。 
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第 二 章 ”若干 基本 概念 


$6. 自然 数 


,本 章 的 目的 是 汇集 数学 中 一 些 概念 和 方法 ， 其 中 一 部 分 是 为 
了 今后 引用 ,一 部 分 是 为 了 作 更 深入 的 考察 . 
当 我 们 写 出 数列 . 
0, 1, 2, 3, eee. 


时 ,我 们 依 束 于 几 个 点 “…” 来 暗示 这 数列 除 写 出 的 几 项 外 还 继续 


引伸 下 去 . 

克 伦 涅 客 《Kronecker) (1886) 说 : “上 帝 造 整数 , 其 它 的 都 
是 人 造 的 .” 我 们 不 能 够 希望 对 自然 数列 的 认识 可 以 化 归 到 本 质 上 
比 它 更 原始 的 东西 去 . 

但 当 研 究 在 我 们 的 自然 数 概念 中 到 底 包 含 一 些 什 么 东西 时 ， 
我 们 却 可 以 把 对 自然 数 推理 的 根据 弄 得 更 清楚 些 . 

我 们 首先 可 把 自然 数 描写 成 依 下 法 产生 的 客体 ， 由 开始 的 客 
体 0( 零 ) 出 发 ， 而 继续 地 由 已 经 产生 了 的 客体 ”而 过 渡 到 另 一 客 
体 ?十 1 或 # (4 的 后 继 者 ) 去 . 

这 里 ,我 们 认为 , 不 管 我 们 达到 ”时 已 经 走 了 多 远 , 我 们 总 可 
以 再 多 走 一 步 而 达到 六 。 这 里 , 我 们 所 以 用 撒 记 号 “nz” 而 不 用 更 


熟 见 的 “z 十 1”, 力 强调 “是 原始 的 用 以 产生 自然 数 的 一 元 运算 或 


函数 ,以 后 才 把 十 定义 为 一 个 二 元 运算 或 二 个 自然 数 的 函数 . 
要 得 出 自然 数 的 通常 记号 ， 只 须 把 0，1，2，3,…… 等 解释 为 
分 别 表示 


便 成 .但 这 已 率 连 到 十 进位 记 数 法 了 . 


在 上 面 的 描述 中 ， 我 们 已 用 到 离散 步 遇 系 到 这 个 概念 这 些 
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步 允 是 从 0 出 发 ,并 且 重复 地 由 一 自然 数 ” 而 进 到 次 一 自然 数 ”。 
这 个 描述 可 以 分 成 几 旬 如 下 : 

1. 0 是 一 自然 数 . 2, 如 果 4 是 自然 数 , 则 ww 亦 是 自然 数 . 3. 
只 有 由 1 及 ?2 给 出 的 才 是 自然 数 . 

在 这 种 表述 下 ， 离 散步 骤 系 列 便 变 成 了 一 次 应 用 句子 1 及 一 
连 串 的 应 用 句子 2 这 三 句 合 起 来 便 构成 了 所 谓 归 纳 定 义 的 一 例 
子 . 被 定义 的 名 词 〈“ 自 然 数 ' ) 是 用 斜体 字 排 印 的 . 除 最 后 一 名 
外 ,其 它 各 名 都 作出 被 定义 的 名 词 的 实例 , 故 叫做 直接 句子 ; 最 后 
一 句 说 明 所 有 实例 都 限于 由 前 面 的 句子 所 给 出 的 ， 故 叫做 限制 名 
子 . 

在 这 个 归纳 定义 中 没有 叙述 到 的 是 相 异 性 的 条 件 , 即 是 说 , 按 
不 同方 式 而 施用 句子 1 和 2 时 所 得 的 数 应 是 不 同 的 客体 ， 这 条 件 
可 分 写成 两 个 命题 . 


4. 对 于 任何 自然 数 m 与 x， 当 mw 一 wn 时 必 有 和 一 z。5. 


对 任何 自然 数 >，” 关 0. 

我 们 还 假定 “是 一 个 单 值 的 运算 子 或 单 值 函 数 , 因此 可 得 4 
的 逆 对 于 任何 自然 数 w 与 4, 如 果 m 一 wn, 则 m' 一 

为 了 确信 命题 4 及 5 ， 保 证 了 以 不 同方 式 所 生成 的 任意 两 个 
数 是 不 同 的 , 我 们 可 作 如 下 推论 。 假定 在 数 的 生成 过 程 某 一 阶段 
中 , 已 经 生成 的 一 切 数 0, 1, 2,……, x 都 是 不 同 的 ， 那 末 下 一 次 
所 生成 的 ” 必然 与 前 面 所 生成 的 继 数 1,2,……, n《 由 4) 以 及 与 
数 0( 由 5) 有 所 不 同 ， 因 此 在 生成 过 程 中 每 下 一 步骤 都 生出 某 一 
个 新 数 . 

例如 ,0” 关 0” 可 如 下 看 出 。 由 4， 试 把 0” 作 为 mw 而 0" 作 

为 #, 则 仅 当 0” == 0' 时 ,有 0” 一 0”. 再 由 4, 仅 当 0” == 0 时 ,有 
0% “一 0. 但 由 5, 从 0 作为 x, 得 0” 关 0. 

除却 有 一 处 差异 外 ,这 五 个 命题 普 被 皮 亚 诺 〈Peano) ([1889， 
1891*]) 取 作 刻 划 自 然 数 序列 的 公理 皮 亚 诺 把 命题 3 叙述 成 数 
学 归纳 法 原理 ($ 7), 以 作为 他 的 第 五 公理 , 而 把 4 与 5 分 别 改 为 3 
与 4， 
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这 里 ;我 们 不 讨论 自然 数 本 质 上 是 什么 ,只 讨论 它们 如 何 组 成 
自然 数 序列 . 每 个 个 别 的 自然 数 只 当 作 在 自然 数列 中 占 着 一 定位 
置 的 客体 , 换 句 话说 ,如 果 按 照 归 纳 定义 已 给 出 一 数 的 生成 法 时 则 
该 数 就 算 给 出 了 . 例如, 自然数 4 可 定义 为 由 下 法 所 得 出 的 客体 ， 
由 开始 客体 0 出 发 ,应 用 后 继 运算 一 次 ,一 次 ,一 次 又 一 次 ;或 简单 
地 , 4 可 定义 为 0”.。 在 十 进位 系统 中 表 为 872656 的 这 个 数 ， 在 
原则 上 亦 可 由 应 用 于 0 而 得 ,尽管 实际 上 我 们 并 不 这 样 做 ， 

当然 , 当 我 们 说 某 方程 式 有 两 个 根 时 ,我 们 亦 把 自然 数 用 作 有 
穷 集 的 基数 ($ 4). 

次 序 ”按照 自然 数 的 归纳 定义 ,自然 数 是 依 一 定 的 次 序 (通常 
的 ) 而 产生 的 ， 因 此， 如 果 在 ”的 产生 过 程 中 数 普 产生 于 数 ” 之 
前 ,我 们 便 说 m < mn。 在 剖析 了 这 点 时 ,我 们 对 关系 式 mw 二 a 就 
可 作 如 下 的 归纳 定义 (其 中 mw, 遍历 自然 数 ). 

Ol.m 二 m。 02. 如 果 六 和 二 2， ， 则 和 < 和 03. 只 有 由 
O1 及 002 才 给 出 m < >。 

对 一 个 固定 的 w 而 言 ， 如 果 把 这 定义 读 作 大 于 x 的 数 = 所 成 
的 类 的 归纳 定义 , 那 末 它 便 具有 上 述 的 自然 数 的 归纳 定义 的 样子 ， 
不 过 把 0 换 为 m' 罢了 , 


$7. 数学 归纳 法 


令 了 为 自然 数 的 一 个 性 质 ， 设 有 : 

(1) 0 具有 性 质 P. 

《2) 如 果 任 何 一 个 自然 数 * 具有 人 性质 P， 则 它 的 后 继 者 > 亦 
具有 性 质 P. . 

那 末 , 每 个 自然 数 ” 都 具有 性 质 P。- 

. 这 是 数学 归纳 法 原则 ， 若 用 “mn” 作 为 自然 数 变 元 ， 而 以 记号 
“P(n)” 表 示 命 题 ，# 具有 人 性质 P， 我 们 可 把 这 原则 叙述 得 更 简单 
些 : 如 果 (1)P(0)，(2) 对 任何 >， 如 果 PLn), 则 PCn'), 那 末 对 任 
何 n,P (2). 
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当 招 自然 数理 解 为 根据 $ 6 的 归纳 定义 1 一 3 所 生成 的 客体 
时 , 这 个 归纳 原则 几乎 马上 可 以 认为 是 合理 的 .假设 我 们 有 一 个 
性 质 P 它 满足 (1) 与 (2). 是 不 是 所 有 自然 数 都 应 该 具有 性 质 P? 对 
这 问题 的 肯定 回答 将 理解 为 如 果 任 意 给 出 了 一 自然 数 >， 我 们 
可 以 确切 地 说 x 具有 这 性 质 P。 但 所 谓 给 出 一 个 自然 数 w 必须 
(实际 上 或 原则 上 ) 是 指 我 们 已 根据 归纳 定义 给 出 了 它 的 生成 过 
程 , 即 由 9 出 发 ,并 明显 说 出 应 用 了 若干 次 的 后 继 运算 。 在 这 傅 
况 之 下 , 我 们 可 用 (1) 与 (2) 而 推出 具有 性 质 P， 例 如 ,P(4) 是 真 
的 ,因为 4 可 给 定 为 0”; 由 (1) 有 P(0); 故 由 (2)P(0'); 再 由 (2)P 
(0”); 再 由 (2)P(0”); 再 由 (2) 便 得 PC0”)， 

言 之 ,我 们 是 根据 归纳 定义 的 句 1 名 2 而 产生 自然 数 的 ,而 
(1) 与 (2) 便 是 一 个 工具 使 得 在 产生 每 一 数 的 同时 还 证 实 它 具 有 性 
质 P. . 

这 个 证 明 当然 是 根据 归纳 定义 中 的 限制 句子 3。 反 之， 亦 可 
用 归纳 原则 来 证 明 名 子 3, 只 人 须 把 下 列 命题 作为 P(n) 而 应 用 归纳 
原则 便 成 : 2 是 根据 名 1 与 名 2 而 成 为 自然 数 的 , 亦 即 , ”> 可 由 0 
出 发 再 施用 后 继 运 算 ' 而 生成 的 . 

在 作 数学 归纳 法 的 证 明 时 ,我 们 使 用 下 列 术 语 , 依赖 于 自然 数 
变 元 ”的 命题 P(x), 可 叫做 归纳 命题 ， 变 元 ?叫做 归纳 变 元 或 归 
纳 数 或 实施 归纳 的 变 元 .用 以 推出 (1) 的 证 明 , 亦 可 用 以 推出 P (0) 
的 证 明 , 可 以 叫做 归纳 英 基 .用 以 推出 (2) 的 证 明 , 亦 即 推出 如 果 
p(n) 则 P(x') 的 证 明 , 可 以 叫做 归纳 推 步 . 在 归纳 推 步 中 ,用 以 推 
出 P(w') 的 假设 KKz), 可 叫做 归纳 假设 ， 

有 时 为 了 要 完成 归纳 推 步 ,所 作 的 归纳 假设 不 但 是 P(x) 而 是 
所 有 的 Pl(m), m 委 n， 读 者 可 相信 这 样 修整 后 的 妇 纳 原则 仍然 成 
立 , 它 叫做 串 值 归纳 3?， 如 果 命 题 不 是 有 关于 自然 数 而 是 有 关于 正 
整数 的 , 亦 可 进行 归纳 ,这 时 在 黄 基 中 便 须 证 明 PC1)。 

在 初等 代数 课程 中 读者 已 遇 到 了 数学 归纳 法 ， 我们 常用 有 关 


1) 上 述 一 种 便 叫 简单 归纳 一 一 译 者 注 . 
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于 级 数 和 的 公式 作为 用 归纳 法 证 明 的 命题 的 例子 ,在 证 明之 前 ,这 
些 公式 不 是 明显 的 . 我 们 常常 当 作 自 明 的 许多 命题 , 如 要 作 严 格 
的 证 明 时 ,是 靠 归 纳 法 的 ; 又 有 时 归纳 推 步 是 太 过 简单 了 , 常常 用 
“等 等 ”或 用 类 似 的 字句 而 一 笔 带 过 (例如 ,5 4 的 定理 A 及 B)。 

例 1 试 就 归纳 而 证 明 $4 的 命题 (1) 与 (2). 我 们 证 明 
《27 ,读者 可 自 证 (1). 归纳 命题 是 : 对 任何 集 M 与 Mi, 如 果 M 一 
zmM ~ MCM,， 则 Mi= M. 葛 基 : n=—= 0。 设 M 与 Mi 为 两 
集 ,而 MM 一 0 即 M 一 0O 又 0O ~ MiCO, 这 时 便 有 M, 一 0O, 归 
纳 推 步 , 假定 上 面 写 的 命题 为 真 ( 当 作 归 纳 假设 )， 令 M 及 Mi 为 
两 集 使 得 M 一 ”十 1; 即 M 一 二 [fl 而 及 一 ”及 xi&N， 
又 Nd+Ltd~MCN+(Le)。 我 们 须 证 明 这 时 有 M, 一 N 十 {e). 
在 所 给 的 一 一 对 应 N+ {a} ~ Mi 中 ， N+ {a} 中 的 元 素 a 与 
Mi 中 某 一 元 素 5 相对 应 ,; 故 N ~ Mi 一 2}CCN 二 {a}) 一 {0}. 
又 (N+{o)) 一 人 Jj~N, 故 (N+{aD 一 {8} 一 n 及 (NT 
{0 一 人} ~ Mi 一 {5}CCN 十 {a) 一 {8}， 依 轨 纳 假设 ,把 
(N 十 {a}) 一 {5} 作 为 M 而 Mi— {2} 作为 Mi 可 得 M,—{26}= 
(N+ {a}) 一 {5}. 故 ( 因 bEM, 及 bENT+ {a})，, Mi=Nt+ 
{a}. 

例 2 在 数学 公式 中 经 常 引 人 括号 以 表示 公式 各 部 分 之 间 以 
何 种 方式 结合 。 在 较 复 杂 的 情形 下 可 用 不 同 种 类 的 括号 如 〈 )， 
{ },【 ] 等 ; 而 在 非常 复杂 的 情形 下 则 可 用 种 种 不 同 的 省 写 而 避 
免 之 . 但 是 , 原则 上 有 一 个 问题 , 即 如 果 只 用 一 种 括号 , 公式 中 的 
结合 方式 是 否 可 无 含混 地 由 它 的 括号 而 确定 9 《这 问题 等 价 于 一 
个 关于 区 间 套 的 几何 问题 . ) 

为 了 把 这 问题 弄 得 更 清楚 , 设 我 们 有 2z 个 括号 , 其 中 = 个 是 
左 括号 (, 另 外 ”个 是 右 括号 ), 它们 由 左 到 右 排 成 直线 顺序 , 这 是 
它们 在 数学 公式 中 出 现 的 方式 ， 公 式 中 其 他 的 符号 〈 这 里 不 必 注 
意 ) 则 在 它们 之 间 散 布 着 ， 
2 我 们 说 ,两 对 括号 是 彼此 隔 开 的 ,如 果 它 们 成 下 次 序 (G 7 7 
这 里 用 i 来 标记 某 一 对 括号 ,而 j 则 标记 另 一 对 ,至 于 其 它 括 号 则 
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可 在 这 四 者 之 间 散 布 着 . 
” ”在 个 左 括号 与 4 个 右 括号 之 间 所 作 的 配对 (简称 2 个 括号 
的 配对 ), 如 果 每 一 个 左 括号 永远 与 在 右 的 右 括号 相配 , 并 且 没 有 
两 对 括号 是 隔 开 的 , 那 末 便 说 这 种 配对 是 正常 的 . 

显然 如 果 2 个 括号 是 正常 地 配对 , 那 末 任意 除去 一 对 , 其 它 
的 括号 仍 是 正常 地 配对 的 。 在 2 个 括号 中 某 一 对 括号 所 包括 的 
那些 括号 亦 是 正常 配对 的 . 

下 列 三 引 理 便 是 上 述 问题 的 答案 以 及 有 关 的 一 些 结果 . 

引 理 1 在 2 个 括号 (x > 0) 的 正常 配对 中 恒 有 一 对 最 内 的 
括号 , 即 其 中 没有 其 它 括号 的 (一 对 插 号 ). 

对 =” 作 串 值 归 纳 而 证 明 。 我 们 可 把 当 作 正 整数 或 自然 数 . 
如 当 作 自 然 数 , 则 葛 基 是 空虚 地 真确 , 即 因 它 的 前 提 不 被 满足 而 真 
确 . (提示 : 在 归纳 推 步 时 ,最 左 的 括号 将 是 一 个 左 括号 (;， 这 括 
号 与 它 的 配对 ); 或 者 组 成 一 个 最 内 的 括号 ,或 者 包括 有 一 组 括号 
在 其 中 ,对 这 组 括号 便 可 施用 归纳 假设 了 .)》 

引 理 2 每 组 2” 个 括号 至 多 允许 一 个 正常 的 配对 . 

这 可 以 对 >” 作 (简单 ) 归 纳 来 证 明 .提示 : 在 归纳 推 步 时 , 根 
据 引 理 1, 该 组 括号 有 最 内 的 一 对 . 抽出 这 对 ， 余下 来 的 一 组 括号 
便 可 施用 归纳 假设 了 ,) 

引 理 3 ”如果 2 个 括号 以 及 其 中 相继 的 2m 个 括号 都 允许 正 
常 的 配对 ， 则 对 该 部 份 所 作 的 正常 配对 便 是 对 全 体 括号 所 作 的 正 
常 的 配对 的 一 部 分 , 换 句 话说 , 在 两 次 配对 中 , 该 部 份 的 括号 都 有 
相同 的 配偶 

这 可 以 对 w 作 归纳 来 证 明 . 

试 举 一 例 ,可 考虑 下 列 22 个 括号 


1 /2 /3 /4 /5 \6\7 /8N9 N10 /11 N12 N13 N14 /15 /16 /17\18 
(lel , (0)i); (3)3), ( ); ) ); (Go 放 
人 a 六 ) 1 
3/9 710711， 
正常 的 配对 已 以 足 码 表 之 , 它 可 由 下 列 的 算法 得 到 (由 引 悍 2 的 
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证 明 而 提示 的 ): ”在 每 一 阶段 都 由 左 向 右 找寻 开始 出 现 的 未 曾 用 
到 的 最 内 的 一 对 ,把 这 一 对 便 作为 配对 时 的 配偶 ,根据 引 理 2, 找 
寻 此 外 的 配对 法 是 无 用 的 .。 在 第 12 个 括号 之 右 的 第 三 个 括号 起 
组 成 一 个 相继 的 部 分 括号 组 ， 它 的 正常 配对 已 经 在 找寻 全 体 的 配 
对 时 找 出 了 ， 根据 引 理 3， 对 于 任何 一 个 允许 正常 配对 的 相继 的 
部 分 括号 组 ， 要 想 在 全 体 配对 时 所 找到 的 正常 配对 以 外 再 找 其 它 
的 正常 配对 法 , 那 是 无 用 的 ， 


$8. 客体 系统 


一 客体 系统 5 是 指 一 些 客体 的 〈 非 空 的 ) 集 (或 类 或 区 域 ) D 
(或 者 可 能 是 若干 个 这 种 集 ), 其 客体 之 闻 已 建立 了 一 些 关系 . 

例如 ,自然 数列 (56) 便 是 (D, 0, ” ) 型 的 系统 ,其 中 刀 是 集 ，0 
是 集 力 的 元 素 ,而 ” 是 对 集 DD 的 元 素 所 作 的 一 元 运算 . 另外 的 简单 
例子 是 (D, 一 ) 系 统 , 其 中 刀 是 集 ， 而 二 是 该 集 的 元 素 间 的 二 元 关 
系 . 

当 这 系统 的 客体 只 能 通过 这 系统 的 关系 式 而 知道 时 ， 这 系统 
叫 折 象 的 ， 在 这 时 ,所 要 研究 的 是 这 系统 的 结构 ,至 于 其 中 的 客体 
究竟 是 什么 ,除去 有 关于 它们 如 何 适应 这 结构 的 以 外 ,是 不 必 明 指 
的 . 

如 果 对 客体 是 什么 而 作 进一步 的 明 指 ， 我 们 便 得 到 该 抽象 系 
统 的 一 个 表示 (或 模型 ), 即 是 说 , 得 到 一 个 客体 系统 , 它 除 适合 这 
抽象 系统 的 关系 式 以 外 , 还 有 其 它 的 性 态 。 这 些 客体 不 必 一 定 是 
更 具体 的 ,因为 它们 可 选 自 其 它 的 抽象 系统 (甚至 于 可 由 同一 系统 
中 选 出 ,不 过 对 关系 式 重 作 解 释 罢 了 ). 

抽象 自然 数列 的 一 些 不 同 表示 有 : (a) 自然 数 当 作 有 穷 集 的 
基数 ,(b) 当 作 正 整数 (用 1 表示 抽象 的 0),(c) 侦 自然 数 ( 用 十 2 表 
示 抽 象 的 运算 ').(d) 有 时 包装 商品 的 盒子 上 贴 有 广告 , 其 中 画 有 
盒子 本 身 ， 从 物理 上 来 说 , 这 广告 画 的 准确 性 是 有 限 的 。 但 如 果 
我 们 假设 完全 准确 的 话 , 我 们 可 把 盒 本 身 看 作 0, 盒 画 中 的 盒 看 作 
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1, 盒 画 中 的 画 中 的 盒 看 作 2 等 等 . 

同一 抽象 系统 的 两 种 表示 必 是 (简单 ) 同 构 的 ， 即 可 以 作出 保 
” 持 关 系 式 的 一 一 对 应 ， 更 确切 的 说 ,《D, 0, ” ) 型 的 两 个 系统 (D， 
0.,°7 与 (D;， 0;,” 2) 是 简单 同 构 的 ,如 果 D, 与 了: 之 间 有 一 个 一 
一 对 应 便 得 0 对 应 于 0:( 记 为 .< 一 >0,), 并 且 , 如 果 mw.*>m 则 必 
有 mr 1*>m2 2。(《D, 二 ) 型 的 两 系统 (D1, 过) 与 (D;, 一 ;) 为 简 
单 同 构 , 如 果 在 D, 与 D， 间 有 一 个 一 一 对 应 使 得 如 果 rr,*>1m;， 
>n2 时 , 则 zr 过 sn 当 且 仅 当 ma 天 za。 

反之 ， 任 何 两 个 简单 同 构 的 系统 都 是 同一 抽象 系统 的 两 个 表 
示 , 该 抽象 系统 是 由 该 两 系统 的 任 一 个 当中 抽出 来 的 , 即 除 该 抽象 
系统 所 应 讨论 的 关系 式 及 性 质 以 外 ,完全 舍弃 其 余 的 性 质 而 得 . 

(D, 0, ” ) 型 的 抽象 系统 的 另 一 个 例子 是 , 设 忆 只 有 了 两 个 (不 
同 ) 的 客体 0 与 1， 并 令 0 一 1 而 1 一 0. 这 系统 叫做 模 2 剩余 
系 . 当 把 每 个 自然 数 改 为 它 被 2 除 所 得 的 剩余 《 即 依 模 2 求 余 ) 
后 ,自然 数列 便 变 成 这 个 抽象 系统 了 , 即 

0, 1,0,;1,0,1,.… 

(剩余 系 首先 由 高 斯 〈Gauss) 1801 所 研究 ). 

第 三 个 例如 下 , 设 S$ 由 两 序列 组 成 

0,1,，2, 3,，……; oo 十 1,o 十 2: wow 十 3，…。 

每 一 序列 本 身 都 和 自然 数 序列 有 相同 结构 ， 而 两 序列 的 元 素 之 间 
却 没有 直接 后 继 关系 . 

我 们 可 以 很 容易 地 把 这 三 个 例子 修改 , 把 它们 当 作 (D, 一 ) 型 
的 系统 , 对 第 三 例 言 , 其 元 素 的 次 序 便 照 上 面 所 给 的 ;它们 叫做 小 
于 2o 的 序数 ( 依 康 托 的 序数 论 ). 

” 模 2 剩余 系 (或 它 的 表示 ) 与 自然 数 系 ( 或 它 的 表示 ) 并 不 同 
构 ， 因 为 无 法 建立 一 一 对 应 。 小 于 2w 的 序数 与 自然 数 系 间 亦 不 
同 构 ,因为 不 能 够 建立 保持 ”运算 (或 保持 次 序 关 系 二 ) 的 一 一 对 
应 . 

在 本 节 内 ,我 们 用 “S” 表 示 系 统 而 “D” 表 示 这 系统 的 客体 集 ， 
如 果 该 系统 有 这 样 的 一 个 集 的 话 。 这 两 者 常常 可 用 同一 符号 表 
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示 , 以 使 记 法 简化 且 不 致 混乱 ， 例 如 , 当 照 上 面 那样 来 讨论 自然 数 
系 六 时 是 可 以 这 样 办 的 . 又 例如 , 在 说 到 自然 数 的 系统 (N, 二 )， 
但 把 偶数 (奇数 ) 自己 之 间 的 次 序 照 通 常 所 定 , 而 所 有 偶数 均 在 所 
有 奇数 之 前 , 这 时 便 不 能 这 样 办 了 . (这 个 系统 是 小 于 2o 的 序数 
的 一 个 表示 .)》 

把 客体 系统 引入 数学 来 时 ,可 有 两 个 相反 的 方法 或 观点 .( 参 
见 希 尔 伯 特 《Hilbert) [1900].) 

发 生 法 或 构造 法 ,如 自然 数 的 归纳 定义 那样 ($ 6)， 在 那里 我 
们 把 自然 数理 解 为 依 某 一 确定 的 次 序 产生 或 构造 的 。〈 这 并 不 仿 
碍 我 们 抽象 地 处 理 它们 , ) 

另 一 方面 ,公理 法 或 公设 法 却 是 一 开 首 便 把 一 些 命题 ,叫做 公 
理 或 公设 , 以 作为 对 客体 系统 5 的 假设 或 条 件 . 然后 从 这 些 公理 
推演 一 些 后 夭 ， 并 尺 此 构成 满足 这 些 公理 的 任何 一 个 客体 系统 5 
的 理论 . 

例如 ,我 们 可 将 皮 亚 诺 的 五 个 公理 作为 公理 .为 了 使 得 论点 清 
楚 起 见 , 我 们 再 次 写 下 这 些 公理 ,并 用 “D 的 元 素 ” 代 替 “ 自 然 数 ”， 

P1。 0€D. P2。 如果 ze6D 则 w'€ED。P3， 如果 m€D， 
n€D 则 当 mw' 一 wn 时 必 有 mm 一 P4。 如 果 n€D 则 ww’ 关 0， 
P5。 如 果 PCD 并 且 (1) 0€EP (2) 只 要 zeP 则 ”eeP， 那 末 
P=D., 

我 们 已 经 知道 恰好 只 有 一 个 抽象 系统 $ 满足 这 五 个 公理 ， 邵 
自然 数 系统 ,这 我 们 在 上 文 已 经 根据 发 生 观 点 而 引入 了 . 

但 从 公理 法 观点 看 来 ， 我 们 亦 可 以 讨论 另外 一 组 公理 ， 例 如 
PI 一 P4 .这 时 8 可 以 是 自然 数 , 亦 可 以 是 小 于 2o 的 序数 , 或 者 是 
许多 种 抽象 地 不 同 的 ( 即 不 同 构 的 ) 系 统 之 一 . 

如 果 以 P1 一 P3，P5 为 公理 ， 那 末 满 足 它 们 的 而 又 彼此 不 同 
的 抽象 系统 便 恰巧 只 有 自然 数 系统 以 及 模 m 剩 余 系统 (对 每 个 正 
整数 王 言 ) 了 . 

其 次 ， 如 果 我 们 不 但 除去 P4, 还 改 胃 下 列 公 

P6. 如 果 26D;, 则 和 关头 但 允 一 P 
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这 时 又 只 有 一 个 抽象 系统 满足 它 了 , 即 模 2 剩余 系统 . 
没有 一 个 系统 8 可 以 满足 P1 一 P6 六 个 公理 ， 因 为 只 有 自然 
数 系统 满足 PI 一 P5, 只 有 模 2 剩余 系统 满足 P1 一 P3, P5, P6. 

有 时 我 们 说 公理 理论 中 的 公理 是 该 理论 中 的 客体 系统 的 一 个 
隐 定 义 ; 但 这 只 能 意 指 :对 于 在 理论 以 外 所 确定 的 系统 而 言 ,可 由 
公理 决定 究竟 那 一 个 系统 可 被 该 理论 所 适用 ,这 时 便 有 三 个 情况 
发 生 ， 可 以 没有 任何 客体 系统 满足 这 些 公 理 ( 例 如 P1 一 P6); 或 者 
只 有 一 个 抽象 系统 满足 它们 ， 凡 漕 足 它们 的 任何 两 个 系统 都 必 同 
构 (例如 ，P1 一 P5, 或 P1 一 P3, P5, P6); 或 者 有 多 个 抽象 系统 , 即 
多 个 不 同 构 的 抽象 系统 满足 它们 (例如 , P1 一 P4 或 P1 一 P3,P5). 
对 于 第 一 情形 ,我 们 说 该 公理 系 是 空 的 ; 其 它 两 情形 是 非 空 的 , 而 
第 二 情形 可 说 是 完备 的 (范畴 的 )( 维 伯 伦 (Veblen) [1904]), 第 三 
种 情形 是 分 层 的 (不 完备 的 )、。( 男 一 方面 ,在 发 生 法 中 , 通常 都 是 
想 用 发 生 过 程 来 完全 地 决定 该 系统 的 抽象 结构 的 ， 即 想 作 为 该 系 
统 的 范畴 性 定义 的 .) 

给 出 一 个 公理 理论 ,这 三 种 可 能 中 那 一 种 实现 ,这 绝 不 是 显然 
的 .在 历史 上 ,除去 欧 氏 平行 公设 后 的 欧 氏 几何 便 是 一 例 ( 由 该 欧 
氏 平行 公设 可 以 推出 一 定理 ， 即 通过 直线 外 一 点 恰巧 只 有 一 条 直 
线 平行 于 该 直线 )， 自从 欧 氏 “原本 ”( 约 公元 前 330 一 320 年 ) 起 至 
洛 巴 契 夫 斯 基 (Lobatchevsky) 1829 年 与 波 里 埃 (Bolyai) 1833 年 
发 现 非 欧 氏 几何 时 止 , 一 般 都 认为 这 些 公理 是 完备 的 ;或 者 至 少 认 
为 如 果 这 样子 提出 问题 时 ,可 能 会 得 到 这 样 解答 . : 

希腊 入 相信 他 们 是 处 理 空间 的 唯一 结构 ， 这 个 信念 并 未 表述 
于 现在 的 术语 中 . 欧 几 里 得 以 为 他 的 公理 是 表示 真实 空间 的 一 些 
基本 性 质 ， 对 这 些 十 老 意义 的 公理 法 , 即 以 为 系统 5 中 的 客体 是 
在 公理 之 前 已 经 知道 的 ， 可 以 特别 称 之 为 非 形式 的 或 实质 的 公理 
法 . 在 这 里 ,公理 仅仅 是 表示 一 些 非常 显明 ,由 其 构造 马上 知道 的 
客体 的 性 质 ,或 者 就 应 用 于 经 验 十 界 的 理论 言 ,公理 只 是 直接 从 经 
验 中 抽出 来 的 或 者 只 是 关于 该 世界 的 公设 . 

至 于 上 面 所 描述 的 公理 方法 , 则 把 公理 当 作 是 在 (这些 公 理 ) 
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所 论述 的 客体 系统 的 任何 明 指 之 前 的 《因而 公理 可 以 用 于 引 人 系 
统 5 或 把 系统 S$“ 隐 定 义 ”)， 这 方法 是 由 希 尔 伯 特 “几何 基础 ” 
[1899] 开始 有 系统 地 发 展 起 来 的 , 它 可 以 叫做 形式 公理 法 或 存在 
公理 法 . 我 们 必须 注意 ,只 有 在 该 形式 公理 理论 之 外 ( 即 在 别 的 理 
论 中 ) 我 们 才能 够 考查 满足 该 公理 的 抽象 系统 5 倒 底 是 只 有 一 个 
或 多 个 或 没有 至 于 在 形式 公理 理论 之 内 ，3 的 区 域 D 就 起 一 个 
固定 的 ,完备 的 客体 〈$ 的 运算 及 关系 等 则 可 以 在 其 中 应 用 ) 的 作 
用 ,并 且 该 客体 集 假定 一 开始 便 存 在 而 无 须 任何 生成 的 ， 

对 一 个 (D,0,“ ) 型 的 系统 5 而 言 ,0 与 ,或 D,0 与 /叫做 原 
始 概 念 ,技术 概念 或 无 定义 概念 , 即 在 引入 公理 以 前 它们 是 没有 
义 的 ,公理 中 的 其 它 名 词 则 是 寻常 的 , 逻辑 的 或 有 定义 的 , 它们 的 
意义 必须 预先 知道 。 关于 D,0 及 ', 所 要 预先 知道 的 只 是 ,DD 是 一 
集 ,0 是 属于 D 的 一 客体 ,而 ' 是 施用 于 DD 的 元 素 上 的 运算 , 即 只 有 
“D”,“0” 与 “+” 三 者 所 属 的 文法 范畴 是 预先 确定 的 。 同样 地 ， 对 
于 (D,<<) 型 系统 ,无 定义 概念 是 < ,或 也 与 一 ， 

在 数学 的 实践 中 ,要 引 人 一 个 客体 系统 ,发 生 方法 及 公理 方法 
常常 是 相互 作用 着 的 ,例如 ,满足 某 些 公理 的 客体 系统 总 是 用 发 生 
法 而 给 出 的 . 有 了 时， 这 种 系统 可 由 别 的 形式 公理 理论 中 抽出 来 . 
《无 论 那 一 种 情况 ,只 要 把 所 给 的 形式 公理 的 理论 S 和 理论 以 外 的 
客体 系统 相等 同时 ,我 们 便 得 到 这 个 形式 公理 理论 的 一 个 应 用 ,在 
这 应 用 中 , 它 却 变 成 一 个 实质 公理 理论 了 ,) 

”形式 公理 方法 经 常用 于 分 歧 ( 不 完备 的 ) 公理 系统 , 因而 把 许 
多 不 同 的 系统 的 公共 部 分 同时 发 展 起 来 了 ， 代 数 中 “ 群 论 ” 便 是 有 
名 的 例子 . 

作为 另 一 个 例子 , 试 考虑 下 述 的 线性 次 序 的 公理 , 它 是 应 用 到 
(D, 一) 型 的 系统 中 去 的 ， 
| L1. 如 果 和 < 及 < 一 pp， 则 和 一 bp L2。 m <n, m=n 
及 和 > 2 中 至 多 有 一 个 是 成 立 的 ， L3. m<n, m=n 及 m>n 
中 至 少 有 一 个 是 成 立 的 . 

这 里 加 > 意 指 ”< mm。 变 元 m,n 是 对 DD 的 任意 元 素 - 
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而 说 的 。 如 果 把 D 当 作 自然 数 , 或 二 2w 的 序数 , 或 整数 ,有 理 数 
或 实数 , 又 把 二 当 作 通常 的 次 序 关系 , 那 末 上 述 三 公理 是 成 立 的 ; 
此 外 还 有 很 多 系统 亦 可 以 满足 它们 。 如 果 把 L3 删 去 ,我 们 便 得 到 
偏 序 的 公理 集 . 
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算术 或 数论 可 以 描述 为 下 述 的 数学 的 一 分 支 ， 即 它 处 理 自然 
数 以 及 其 它 (范畴 地 定义 的 ) 可 数 的 客体 系统 ， 例 如 整数 系 或 有 理 
数 系 等 . 这 种 系统 之 一 (或 关于 它 的 理论 ) 可 以 叫做 一 个 算术 2”. 处 
理 方 法 经 常 是 抽象 的 ($8)， 客体 经 常 是 当 作 个 体 ( 即 它们 不 分 解 
为 其 它 客 体 的 组 合 ) ,除非 在 某 些 场合 下 ,例如 , 当 我 们 研究 非 负 有 
理 数 的 基本 性 质 时 ,有 时 把 它们 表 成 自然 数 的 有 序 对 偶 . 

在 狭义 算术 中 ,我 们 主要 讨论 两 个 特殊 运算 ,十 (加 ) 及 *( 乘 ) 
以 及 若干 有 关 运 算 . 在 广义 算术 或 数论 中 ,我们 使 用 更 多 的 概念 。 

这 些 定义 是 用 来 明确 我 们 的 用 语 的 。 有 时 “算术 ”一 名 用 来 表 
示 有 关于 不 可 数 的 数 系 的 士 与. 的 理论 (例如 ' 超 穷 基数 算术 ). 

在 算术 或 数论 中 所 研究 的 系统 的 基数 都 是 人 (有 时 是 有 穷 
的 ), 但 另 一 方面 解析 学 却 是 处 理 实数 系统 或 其 它 基数 为 2w( 有 时 
具有 更 高 的 基数 ) 的 客体 系统， 和 数论 同样 ,在 解析 学 中 所 使 用 的 
客体 系统 经 常 都 被 认为 是 完全 (范畴 地 ) 确 定 的 . : 

解析 学 的 结果 有 时 候 被 用 到 数论 的 研究 中 ， 这 种 研究 就 构成 
解析 数论 。 没有 应 用 解析 学 的 数论 可 以 叫做 纯粹 数论 或 初等 数 
论 . 
现在 我 们 简单 地 检查 解析 学 的 客体 的 基本 系统 ， 即 实数 的 连 
现在 作为 解析 学 的 基础 的 实数 论 (除却 对 解析 学 基础 的 批判 
外 ) 是 由 高 斯 (1777 一 1855) 柯 希 〈Cauchy) (1789 一 1857) 与 阿 贝尔 
(Abel) 〈1802 一 1829) 所 发 动 的 上 一 次 的 批判 运动 而 产生 的 . 

1) 算术 本 指 一 种 科学 理论 ;作者 这 里 想 把 它 兼 指 一 个 客体 系统 一 一 译 者 注 . 
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在 十 九 世纪 后 半 这 运动 便 引起 所 谓 解 析 学 的 算术 化 ， 由 外 尔 
史 特 拉 斯 (Weierstrass)(1815 一 1897) 狄 德 金 《Dedekind) (1831 一 
1916) 梅 雷 (Méray》 (1835 一 1911) 康 托 (1845 一 1918〉 所 领 
导 。 以 前 信赖 于 颇 为 含混 的 几何 的 直觉 , 现在 则 把 实数 定义 为 由 
自然 数 、 整数 或 有 理 数 所 组 成 的 一 些 客体 了 .。 因此 实数 的 性 质 便 
最 后 归结 于 自然 数 的 性 质 了 . 庞 胃 加 来 《Poincaré) [1900] 说 ， 
“今天 在 解析 学 中 只 留 下 整数 ,或 者 整数 的 有 穷 系 或 无 穷 系 , 并 以 
等 式 或 不 等 式 的 关系 而 彼此 联系 着 .” 

从 自然 数 、 整 数 或 有 理 数 而 定义 实数 可 以 有 几 种 方法 . 它们 
都 可 以 导出 实数 连续 统 局 样 的 抽象 结构 . 换 名 话说 , 每 个 定义 所 
完成 的 都 是 对 实数 而 给 出 一 个 表示 (C$ 8), 用 (直接 地 或 闻 接 地 ) 由 
自然 数 所 组 成 的 客体 来 表示 ， 

我 们 曾 用 十 进 或 二 进 小 数 表 示 实 数 (§2, $5), 在 原则 上 来 说 ， 
任何 一 个 集 只 要 证 明了 它 与 这 种 小 数 等 价 ($5), 例如 自然 数 的 集 ， 
都 可 以 用 。 不 过 实际 上 ，, 我 们 总 是 选 定 一 种 表示 以 使 得 在 定义 实 
数 的 性 质 时 更 为 简单 ， 

用 狄 德 金 分 划 ([1872]) 所 作 的 表示 可 以 使 得 实数 的 次 序 特别 
显明 \ 清 晰 , 设 把 全 体 有 理 数 R 分 作 两 个 非 空 集 X,, XX;, 使 得 X, 中 
每 个 有 理 数 小 于 X, 中 每 个 有 理 数 . 这 样 一 个 划分 叫做 (对 尺 的 ) 
狄 德 金 分 划 ， 当下 集 X, 没有 最 大 的 有 理 数 而 上 集 X, 没有 最 小 的 
有 理 数 时 , 这 分 划 叫 做 开 的 。 狄 德 金 的 观念 就 在 于 ; 恰好 开 分 划 
出 现 之 处 便 是 要 求 无 理 数 之 处 。 有理 数列 和 两 个 闭 分 划 的 任 一 个 
相连 系 而 出 现 的 : 一 个 是 以 它 为 总 中 最 大 数 ， 另 一 个 是 以 它 为 
X; 中 的 最 小 数 。 为 了 使 得 每 个 实数 (有 理 或 无 理 ) 的 下 全 二 
示 )7 ,我 们 今 只 使 用 其 下 集 是 没有 最 大 数 的 那 种 分 划 的 下 集 X,， 
此 我 们 有 下 面 的 定义 (我 们 把 Xi 写 为 xX, 把 X; 写 为 R 一 x), 

,一 实数 是 具有 下 列 性 质 的 有 理 数 集 x: 

(a) 与 R 一 x 都 非 空 的 .(b)x 没有 最 大 的 有 理 数 . (cx 
中 每 个 有 理 数 小 于 R 一 x 中 每 个 有 理 数 ， 

.全 体 实数 集 C 是 所 有 这 样 的 有 理 数 集 x< 的 集 ,’ 
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这 个 定义 是 预先 侵 定 了 已 有 一 个 全 体 有 理 数 系统 R， 并 以 这 
系统 来 作出 实数 的 表示 ,由 此 可 见 , R 并 不 是 作为 所 取得 的 系统 C 
的 子 系 统 的 . 《如果 把 R 的 元 素 作为 个 体 , 则 C 的 元 素 就 是 这 些 个 
体 的 集 .) 

我 们 今 定义 ， 如 果 一 x 有 一 个 最 小 的 元 素 * 则 实数 六 叫 
做 有 理 的 ,这 时 我 们 说 x 对 应 于 (系统 R 中 的 ) 有 理 数 x, 否则 径 叫 
做 无 理 的 . 

实数 中 的 有 理 数组 成 C 的 一 个 子 系统 Cx, 它 和 原 有 有 理 数 系 
统 尺 是 同 构 的 ($8), 每 当 我 们 用 这 个 表示 来 定义 实数 的 某 些 概念 
(对 有 理 数 已 经 预先 定义 过 的 ) 时 , 便 可 以 证 实 这 点 . 

例 实数 2 是 小 于 有 理 数 2 的 有 理 数 的 集 , 2 和 2 是 对 应 的 ， 
实数 V 2 是 下 列 的 有 理 数 集 ， 或 则 它 为 负 的 或 则 它 的 平方 小 于 有 
理 数 2( 这 些 有 理 数 间 没有 最 大 的 ). 因 为 没有 一 个 有 理 数 的 平方 
是 等 于 2 的 (正如 公元 前 六 世纪 时 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 所 发 现 
的 ), 所 以 R 一 W 2 便 包 含 了 一 切 其 平方 大 于 2 的 正 有 理 数 (在 其 
中 没有 最 小 的 ), 故 V 2 是 无 理 的 . 

实数 间 的 次 序 可 如 下 定义 ， 如 果 有 一 个 有 理 数 + 在 了 中 而 不 
在 x 中 , 则 x 二 y.( 试 证 C 是 被 < 所 线性 排序 的 ,又 证 (Cr, < ) 
与 (R, 过 ) 同 构 .》 

如 果实 数 v 满足 : 对 于 每 个 属于 M 的 实数 x 都 有 ">x, 则 
说 Vv 是 集 M 的 一 个 上 界 . 

(A) 如 果 一 个 非 空 实数 集 M 有 一 个 上 界 , 它 就 有 一 个 最 小 的 
上 界 u( 一 上 确 界 M). 

证 明 ”我们 作出 ,作为 具有 性 质 (a) 一 Cc) 的 有 理 数 集 ， 我 们 
知道 ,M 是 有 理 数 集 之 集 , 今 把 集 避 定义 如 下 : 一 有 理 数 rEu 当 
且 仅 当 ， 有 一 实数 x 使 得 xeM 及 rE x。 若 用 $5 的 记号 则 有 
u 一 SGM， 读者 可 以 自己 证 明 , a 一 上 确 界 术 。《〔 即 证 有 明 u 是 一 
实数 ,u 是 M 的 一 个 上 界 ,M 又 没有 其 它 上 界 v 之 a.) 

同样 可 以 定义 下 界 ?。 如 果实 数 x 是 有 理 的 ， 可 命 至 一 x 十 

1) 及 下 确 界 ( 因 下 文 也 提 到 下 确 界 ) 一 一 译 者 注 。 
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{z}; 否 则 命 至 一 x。 又 以 一 x 表示 由 有 理 数 一 (而 "6 R 一 豆 ) 所 
成 的 集 。( 如 果 x 为 有 理 数 , 则 一 x 对 应 于 一 *.) 命 一 M 表示 由 实 
数 一 x(xsM)》 所 组 成 的 集 ， 如 果 w 是 M 的 一 个 下 界 ， 则 一 w 为 
一 M 的 一 个 上 界 。 故 一 M 便 有 一 个 上 确 界 ,并 且 一 (上 确 界 一 M 一 
下 确 界 M). 

设 有 两 个 实数 x 与 y, 命 x 十 y 表示 由 有 理 数 > 十 y (r Ex 
及 “6y) 所 组 成 的 集 ; 命 x 一 了 一 x 十 (一 y); 又 命 |x| 一 x 当 
x 之 0 时 , 而 |x|= 一 x 当 x 过 0 时 ， (不 要 把 十 及 一 与 集 间 的 
加 减 相 混乱 了 ,后 者 是 用 十 及 一 来 表示 的 .) 

设 有 一 无 穷 实数 序列 ao, ai，'……，av，…… 及 一 实数 a， 如 果 
对 于 每 个 实数 e > 0, 都 有 一 个 自然 数 m， 使 得 对 于 每 个 > m 
都 有 |a。 一 a| < e, 则 说 lima 一 a。 例如 liml1/2* 一 0. (这 里 
1/2” 为 对 应 于 有 理 数 112* 的 实数 .) 

(B) 如 果 u 一 上 确 界 M (如 (A) 所 述 ), 则 M 中 有 元 素 序列 
au， ai …，a，… ,使 得 lima, 一 也 

证 明 设 M, 一 由 属于 M 且 >> u 一 (1/2*) 的 实数 所 组 成 的 
集 ，( 试 证 M, 非 空 . ) 令 a 为 由 M, 中 选 出 的 任何 实数 。( 试 证 
lima, 一 u.) 

最 则 在 这 理论 中 ,解析 学 是 “算术 化 ”了 ,但 算术 与 解析 学 之 间 
的 区 别 仍 是 非常 显著 的 ， 因 为 在 解析 学 中 必须 把 算术 中 的 客体 的 
无 穷 集 作为 客体 而 使 用 。 


$10. 函 数 


，。 就 最 一 般 的 意义 来 说 , 一 个 变 元 z 的 ( 单 值 ) 函 数 了 或 Kx) 或 
y 一 se) 是 一 种 对 应 ,根据 这 个 对 应 , 对 于 某 一 集 和 的 每 一 个 元 素 
* 都 对 应 于 某 一 集 Y 的 唯一 的 一 个 元 素 y. 
:和 集 X 叫 做 自 变 元 的 变 域 或 函数 的 定义 域 。 这 函数 可 叫做 由 太 
到 Y 的 函数 (或 以 Y 的 元 素 为 值 以 X 的 元 素 为 主 目的 函数 ,或 者 由 
天 的 元 素 而 产生 Y 的 元 素 的 运算 ,等 等 )。 
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依 变 元 > 的 或 Kx) 的 变 域 是 指 在 对 应 中 所 用 到 集 了 的 元 素 
所 组 成 的 子 集 Yi， 即 是 说 ， 根 据 函 数 f 而 对 应 于 集 X 的 某 些 元 素 
的 那些 元 素 。 这 时 叉 与 Y, 之 间 便 有 多 一 对 应 ,因为 对 于 X 的 每 一 
个 元 素 都 只 对 应 于 Y, 的 一 个 元 素 ， 但 Y, 的 元 素 (一 般 说 来 ) 却 对 
应 于 XX 的 许多 元 素 。X 的 一 个 元 素 * 叫做 函数 的 主 目 或 自 变 元 的 
一 值 ， 相 应 的 Y 的 元 素 7 叫做 函数 的 或 依 变 元 的 相应 值 或 者 函数 
在 该 主 目 处 的 值 .《 有 时 “ 主 目 ” 意 指 “ 自 变 元 ”.》) 

# 个 变 元 m，:…，xn 的 ( 单 值 ) 函 数 了 或 人 人 %,……, xa) 或 y 二 
f(z,"…* ,xa) 是 一 种 对 应 ,根据 这 种 对 应 , 对 客体 每 一 个 有 序 # 元 
组 (xz ”” ”9 xn) » xX1 €E Xi, XE Ks,» Xn EX, 都 对 应 于 唯一 的 客 
体 y, y€ 了 。 2 元 函数 可 以 看 作 一 元 函数 ,这 时 ,一 切 有 序 > 元 组 
(zzz) 的 类 就 作为 集 X。 我 们 可 用 相似 的 用 语 。 例如,X, 为 
XL 的 变 域 ,XxX, 是 YX3 的 变 域 四 是 Xn 的 变 域 .这 里 Xi，X2， *， 
X，。 可 以 全 是 同一 的 集 ， 也 可 以 是 一 些 ( 甚 至 > 个) 不 同 的 变 域 . 由 
XXX 所 提出 的 特殊 的 元 素 序列 X13 X39 "Xp 叫做 主 
目 组 (或 主 目 4 元 序 组 ). 

在 这 种 过 多 的 术语 中 ， 我 们 可 以 看 见 根 据 两 种 观念 而 作 的 用 
语 的 混合 : 把 函数 当 作 多 一 对 应 的 观念 以 及 把 函数 当 作 一 个 变 元 
y，? 依 另 一 个 变 元 而 变 , 从 而 ?的 值 总 是 由 xz 的 值 来 确定 的 观 
念 。 

第 一 个 观念 内 容 更 为 丰富 , 读者 应 该 首先 记得 它 。 但 是 第 二 
个 观念 却 很 自然 地 引出 记 法 上 的 有 用 的 约定 ,例如 ,如 果 “f(x)” 表 
示 自 变 元 * 的 某 个 函数 , 而 a, 5 等 为 自 变 元 的 值 ( 即 主 目 )， 那 末 

“f(a)” 便 表示 在 主 目 < 处 函数 的 值 ， "5 表示 当 x 一 和 时 函数 
的 值 等 等 . 

因此 我 们 应 该 注意 “f(x)” 可 以 有 两 个 意义 ; 1. 表示 本 数 本 身 
( 即 X 与 Y, 间 的 多 一 对 应 )。2. 当 * 表示 该 域 中 的 一 客体 时 ,表示 
该 函数 的 值 ( 即 Y 的 一 元 素 y)。 当 * 未 明 指 时 ， 后 者 叫做 该 函数 

的 一 般 值 (未 定 值 ). fr 

例 1 当 我 们 说 * + 十 y 是 对 称 的 ”, 这 里 “x 十 入 * 表示 函数 。 
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当 我 们 说 ,“ 两 自然 数 * 与 ”的 和 x 十 > 应 该 是 之 xz 的 ”， 这 时 
“zx 十 y 不 是 函数 而 是 一 数 (函数 的 未 定 值 ). 

这 种 情况 可 用 下 法 避免 , 即 指 函数 时 用 “ 产 而 不 用 “f(x)”, 只 
要 我 们 所 谈论 的 每 一 个 函数 都 已 经 引入 了 一 个 符号 例如 “ 扩 ,“g”， 
“十 "或 “pg” 等 . 但 是 村 出 自 变 元 的 记号 对于 命名 那些 由 列 的 通才 
(及 党 数 ) 而 组 成 的 函数 来 说 基站 很 方 促 的 ; 如 “f(gCx)Y ,+3x” 
或 “gp(2,x)”, 

例 2 为 了 更 详细 讨论 这 点 , 设 f 与 8 为 给 定 的 一 元 数论 函 
数 , 即 直 自然 数 集 到 自然 数 集 的 函数 ， 设 * 为 任 一 自然 数 ， 那 末 
g(x) 为 一 自然 数 , 即 以 z 为 主 目 时 函数 8 的 值 , 而 f(g(x)) 为 一 自 
然 数 , 即 以 自然 数 g(x) 为 主 目 时 函数 f 的 值 。 这 时 对 任何 自然 数 
x 言 , 另 一 数 f(g(x)) 是 确定 的 . 故 "f(g(x))” 为 一 个 新 函数 的 未 
定 值 ( 即 意义 2); 同时 用 这 种 记号 来 作为 该 新 函数 本 身 的 名 (意义 
1) 也 是 很 方便 的 ， 

这 里 另外 有 一 记号 ( 序 吉 (Church)[1932] 引进 ) 其 中 虽 用 到 自 
变 元 但 它 却 表示 函数 f 本 身 而 不 是 它 的 未 定 值 ,这 便 是 “4xf (x)”， 
对 # 元 函数 言 则 是 “4x-……xof(xi x3， xa)” ;例如 ,4xf (g(x))”， 
“xxz 十 3x”,“4xqp(《2,x)”。 当 需要 特别 注意 时 为 强调 起 见 我 们 将 
采用 这 种 4 记号 . 

例 3 设 p 是 为 二 元 函数 , 若 果 彻底 使 用 这 个 4 记号 , 即 只 要 
蚌 指 函数 而 不 是 指 它 的 未 定 值 时 便 用 % 记号 ,我 们 可 以 区 别 出 : 
(a) 数 q(x,y),(b) 变 元 * 的 一 元 函数 Xxp(x,y) ,而 > 作为 参数 ， 
(c) 二 元 函数 Xxyp(x,y), x 为 第 一 变 元 , 》 为 第 二 变 元 、(d) 函 数 
2yxp(xsy) 以 >》 作 第 一 变 元 , * 作 第 二 变 元 .(e) 变 元 * 的 一 元 函 
数 1x*2yp 〈(*，?)， 其 值 为 另 一 变 元 y 的 函数 ,等 等 (和 桑 芬 客 尔 
《Schinfinkel)【1924] 及 序 吉 把 (c) 与 (e) 等 同 , 但 对 我 们 说 来 这 并 
不 是 必然 的 ). | 

允 于 函数 的 任何 一 个 主 目 # 元 组 4 加 言 ; 都 有 

{x1 * ‘xof Cx “5xa)} (as “fn) 一 fe “fo). 

例如 ， aa 十 3x}(2) ~— 10, {arplx, y)}(0) 一 p(0，7)，{27xo 
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(x,9)}(0,3) = p(3,0), fxyp(zy7)Cz5z) — plz,x). 

我 们 已 把 一 函数 说 成 一 个 多 一 对 应 .我 们 可 以 进一步 根据 我 
们 所 研究 的 理论 的 种 类 而 说 出 该 多 一 对 应 是 什么 ， 在 集 论 术语 
中 , 这 对 应 可 以 看 作 和 由 XX 与 了 ,的 各 对 应 元 素 的 全 体 有 序 对 (x， 
y) 所 组 成 的 集 相等 同 。 我 们 亦 可 以 不 说 对 应 而 说 建立 该 对 应 的 法 
则 或 规则 ， 至 少 当 这 种 法 则 或 规则 可 以 在 某 种 意义 上 对 每 个 函数 
都 一 一 给 出 时 . 当 X 为 有 穷 集 时 ,函数 可 以 用 列表 的 形式 给 出 。 

例 4 设 X 与 了 均 是 模 2 剩余 系 ， 亦 即 : 和 一 了 一 {0，]}， 
函数 x' 与 *。y 可 由 下 二 表 而 确定 : 


例如 ,由 第 二 表 可 得 0. 0=0:1=1: 0 一 0 及 1 1 一 !， 
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第 三 章 ”数学 推理 的 批判 


$1ll. 村 论 


本 章 是 想 说 出 一 些 问 题 ， 由 于 这 些 问题 才 发 生 本 书后 面 所 要 
报导 的 研究 ， 这 里 要 报导 的 即 在 这 些 研 究 出 现 以 前 所 出 现 的 情形 
《暂时 不 管 以 后 它 产生 了 怎样 的 变化 ). 

在 解析 学 的 算术 化 中 ($9) ,无 穷 总 体 (例如 : 作出 狄 德 金 分 划 
的 下 半 的 有 理 数 无 穷 集 或 者 无 穷 小 数 中 的 数字 记号 序列 等 等 ) 是 
作为 一 个 客体 的 ,而 所 有 这 些 客体 所 组 成 的 集 又 当 作 一 个 新 总 体 。 
由 这 便 很 自然 地 得 出 康 托 的 一 般 集 论 了 、 

这 些 理论 刚刚 得 到 巩固 ， 就 在 集 论 的 边缘 处 发现 了 悖 论 ， 以 至 
整个 结构 的 有 效 性 便 被 人 怀疑 了 . 

(A) 布 拉 里 - 福 带 《Burali-Forti》 悖 论 [1897*], 康 托 在 1895 年 
亦 已 知之 ,这 是 在 康 托 的 超 穷 序数 论 中 引起 的 ?. 

(8B) 在 超 穷 基数 论 中 亦 出 现 有 类 似 的 悖 论 ， 尤 其 是 康 托 侍 论 
(1899 年 发 现 ). 试 考 虑 所 有 集 的 集 ; 命 为 M。 根据 康 托 定理 ($ 5 
定理 C) 有 HM > 航 . 又 因 M 是 所 有 集 之 集 ,而 uM 是 一 些 集 的 集 
( 即 M 的 子 案 的 集 ), 故 朋 MMCM， 因此 由 定理 A 系 4,; 3M 志 
总 ; 再 由 $ 3， 不 可 能 ji > 前 ， 因 此 我 们 证 明了 既是 ML > 向 
又 不 是 UM > 及 : 

由 同样 的 M 出 发 ， 我 们 又 可 用 下 法 而 达到 传 论 ， 根据 定理 C 
对 于 M 的 每 个 元 素 M , 即 对 每 个 集 M ,M 都 有 另 一 个 元 素 M', 即 
UM, 使 得 M 委 M'。 因 此 由 定理 D 对 M 的 每 个 元 素 M 有 总 一 
EM。 但 M 是 所 有 集 的 集 , 因 此 EM 是 M 的 一 个 元 素 ， 如 果 就 把 这 


1) 即 由 讨论 一 切 序 数 集 的 序 型 而 引起 的 。 见 豪 斯 多 夫 集 论 [1937，65] 一 一 俄 译 
注 ， 


0 36 。 


个 元 素 SM 代 人 上 述 已 证 明了 的 不 等 式 中 的 M 去 、 那 么 我 们 得 
SM < SM. 但 由 $3 ,对 任何 集 M ,都 没有 M < M; 因此 特别 是 
没有 SMW 一 5， 

如 时 我 们 从 所 有 基数 的 集 出 发 ,而 作为 M 的 则 选取 如 下 的 集 ， 
对 于 每 个 基数 , 它 都 含有 具有 该 基数 的 一 个 集 MM， 那 末 我 们 亦 得 
到 关于 6M 的 悖 论 . 

如 果 我 们 认为 具有 随意 元 素 的 集 这 个 概念 太 过 含混 因而 是 非 
数学 的 ,我 们 可 以 把 集 的 可 允许 的 元 素 指 定 限 于 : (au) 自 然 数 0,1， 
2,… (或 (a) 空 集 0) 及 (b) 由 可 人 允许 元 素 所 组 成 的 随意 一 集 . 在 这 
个 指定 之 下 ,上 述 的 棱 论 及 下 面 一 个 榜 论 同样 发 生 . (对 (a1) 言 见 
坚 钦 〈Gentzen ) [1936])， 

(《C) 罗 素 悖 论 [1902 一 1903*]， 莹 梅 罗 〈Zermelio) 亦 独 立 发 现 
它 , 它 处 理 所 有 不 是 自己 的 元 素 的 集 所 组 成 的 集 . 设 该 集 为 了 工 . 试 
问 了 是 否 自 己 的 元 素 ? | 

为 了 论证 起 见 , 试 设 T 为 自己 的 元 素 , 即 设 TE T， 该 假设 说 
是 工 的 元 素 , 那 便 无 异 说 ,了 是 所 有 不 是 自己 的 元 素 的 集 所 组 成 
的 集 的 元 素 , 即 了 工 这 个 集 不 是 自己 的 元 素 , 亦 即 Tg 7T。 这 与 原 设 
TE 了 相 了 矛盾 ， 直 到 这 里 我 们 还 没有 得 到 悖 论 ， 因 为 在 TeE7z 与 
工 &T 之 间 的 矛盾 力 由 假设 TE 了 而 引起 的 ， 根 据 反 证 法 ,我 们 
可 以 说 , 这 个 假设 是 假 的 ， 因 此 我 们 可 以 无 需 任何 假设 而 直接 得 
到 结论 工 和 了 。 
: ”由 所 得 到 的 事实 T¢# 7, 我 们 可 以 推 下 去 ， 这 事实 说 ,7 不 是 
所 有 不 是 自己 元 素 的 集 所 组 成 的 集 的 元 素 ， 即 了 这 个 集 决 非 不 是 
自己 的 元 素 , 即 了 这 个 集 是 自己 的 元 素 ", 亦 即 TE T。 现在 了 
了 与 了 ET 同时 成 立 了 ,因此 我 们 得 到 悖 论 . 
:! 这 个 悖 论 是 可 由 康 托 悖 论 导出 的 ， 如 果 我 们 指定 只 有 (a2) 与 
(b) 为 可 允许 的 元 素 , 因 此 各 个 集 只 能 以 集 为 元 素 , 那 么 当 M 为 所 
有 和 集 之 集 时 ,4M 一 一 M, 而 罗 索 悖 论 中 的 集 工 则 由 于 把 $5 引 更 A ， 
的 证 明 应 用 于 M ~ WM 的 恒 等 一 一 对 应 而 得 到 ， 在 这 个 一 一 对 ， 

1 不 用 双 否 定 规则 ; 仍 是 可 以 的 一 一 俄 许 注 。 
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应 中 M 的 每 个 元 素 在 UMM 中 对 应 于 它 自己 . 

这 个 悖 论 可 通俗 化 如 下 (罗素 [1919]). 某 一 村 落 中 的 一 个 理 
发 攻 ,他 只 替 村 中 所 有 不 给 自己 理发 的 人 来 理发 ,到 底 他 是 否 替 自 
已 理发 ? (当然 在 这 里 我 们 可 以 避免 悖 论 , 只 须 结 论说 永 不 会 有 这 
样 的 一 个 理发 匠 。) 

荷兰 的 每 个 市 区 都 有 一 个 市 长 而 且 没 有 两 个 市 具有 同一 市 
长 ， 有 时 可 以 该 市 长 不 是 该 市 的 居民 . 假设 通过 了 一 个 法 律 , 指 
定 一 个 特别 地 区 $ 专 供 这 些 非 居 民 的 市 长 居住 ， 并 强迫 所 有 的 非 
居民 市 长 居住 在 那里 ， 

又 假设 非 居民 市 长 有 这 么 多 使 得 S 又 须 建成 一 个 市 区 ,试问 
5 的 市 长 须 住 在 那里 9 ( 曼 奴 里 《Mannoury)， 参见 凡 但 泽 《van 
Dantzig) [1948].) 

假设 国会 图 书馆 编辑 一 本 图 节目 录 作 为 该 馆 图 书 之 一 ， 其 
中 专门 记载 该 馆 的 所 有 不 记载 自己 的 图 书 2 ( 贡 塞 士 (Gonseth) 
[19331). 

罗素 又 指出 如 何 可 以 把 他 的 悖 论 用 逻辑 术语 束 示 而 不 用 集合 
论 术 语 ， 一 性 质 叫做 ' 自 谓 的 ?3 如 果 它 可 施用 于 自己 ,* 非 自 谓 的 ” 
如 果 它 不 能 施用 于 自己 .例如 “抽象 “性质 是 抽象 的 , 故 是 自 谓 的 ， 
但 “具体 ” 仍 是 抽象 的 而 非 具 体 的 ， 改 是 非 自 请 的 ， 那 末 ' 非 自 谓 
的 * 这 性 质 到 底 是 哪 一 种 ? 

(D) 理 沙 尔 (Richard 悖 论 ) [19051, 狭 松 (Dixon) [1906] 实 
际 上 亦 给 出 了 它 , 它 处 理 可 有 限定 义 性 这 个 概念 . 为 确定 起 见 , 试 
就 一 定 的 语言 而 立论 ,例如 具有 指定 的 字母 表 `\ 字 典 及 文法 的 英语 
立论 .作为 字母 我 们 是 指 包 括 空位 (用 以 隔 开 两 字 ) 和 26 个 拉丁 
字母 以 及 名 号. 这 语言 中 的 “表达 式 * 是 指 这 28 个 符号 所 组 成 的 
有 限 序列 , 但 须 不 以 空白 为 起 首 。 因此 莱 语 中 的 表达 式 可 以 依照 
在 $1 末 我 们 枚 举 代数 方程 的 那 种 办 法 来 枚 举 ， 

一 表达 式 可 以 确定 一 个 一 元 数论 函数 〈 即 自然 数 的 函数 而 以 

1) 试问 渎 图 书目 录 是 否 记录 自己 ?一 一 译 者 注 。 ， 
2) 原文 为 predicable, 与 512 的 “ 直 谓 的 ” (predicative) 不 同一 一 译 者 注 。 
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自然 数 为 值 的 )， 在 上 述 的 对 英语 的 一 切 表 达 式 的 枚 举 中 ,如 果 删 
除 那些 不 确定 一 元 数论 函数 的 ， 我 们 便 得 到 那些 确定 一 元 数论 函 
数 的 表达 式 的 枚 举 了 ( 即 得 Bo， BE，B， 它们 确定 函数 h(x)， 
大 (2)， 户 (2)，…)。 

今 考 虑 下 列表 达 式 9?: “一 函数 , 当 以 任 一 给 定 的 自然 数 为 主 
目 时 , 它 的 值 如 下 确定 , 在 上 述 的 枚 举 中 , 把 对 应 于 该 自然 数 的 函 
数 以 该 自然 数 为 主 目 时 所 具有 的 值 再 加 1” 

在 所 引 的 表达 式 中 我 们 只 引用 英语 中 定义 一 数论 函数 的 表达 
式 的 上 述 枚 举 法 而 未 兽 对 它 作 出 定义 . 但 我 们 极 容易 把 该 枚 举 法 
的 定义 完全 写 出 , 作为 所 引 的 表达 式 的 一 部 分 。 这 时 我 们 将 从 英 
语 的 表达 式 而 得 到 一 个 前 数 ( 简 单 地 , 便 是 ,Cn) 十 1) 的 定义 . 依 
据 定义 ， 这 个 函数 必然 与 能 够 由 英语 表达 式 而 定义 的 每 一 个 函数 
彼此 不 同 ， 

这 个 悖 论 由 于 它 棕 涉 到 例如 英语 这 种 语言 ， 还 由 于 它 与 康 托 
对 数论 函数 不 可 数 性 的 证 明 ($2) 非 常 类 似 而 特别 具有 兴趣 .理沙 
尔 所 给 出 的 悖 论 则 以 实数 的 定义 形式 而 出 更 ， 它 与 康 托 对 实数 不 
可 数 性 的 证 明 相 平 行 . 

试 考虑 下 表达 式 : “不 能 够 由 少 于 二 十 二 个 字 而 命名 的 最 小 
的 自然 数 "， 这 表达 式 用 二 十 一 个 字 而 确定 了 一 个 自然 数 ,但 依照 
定义 ,该 自然 数 是 不 能 由 少 于 二 十 二 个 字 而 确定 的 !《 贝 利 (Berry) 
[1906]) 

(E) 这 些 近代 悖 论 , 尽管 多 少 都 与 集 论 有 些 关 系 , 但 它们 却 与 
非常 古代 的 一 个 悖 论 相 连 着 的 . 

“ 克 里 特 人 总 是 说 议 者 …” 这 甸 话 据说 是 由 克 里 特 的 哲学 家 埃 
皮 曼 尼 德 《Epimenides)《 公 元 前 六 世纪 ) 所 说 的 。( 这 旬 话 由 保罗 
(Paul) 在 “ 提 多 书 ”(“Epistle to Titos”) I, 12 中 所 引述 ,说 是 由 克 
里 特 的 一 个 "先知 "所 说 的 ,根据 更 近 的 材料 ,早期 基督 教 的 传统 是 
把 这 位 “先知 ”和 埃 皮 曼 尼 德 等 同 的 。 参见 外 尔 (Weyl) [ 1949]， 
p: 228) 四 

1) 读者 可 想像 下 述 一 辟 话 是 用 英语 表达 的 一 一 译 者 注 , 
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假如 我 们 区 别 两 类 说 谎 者 : 第 一 类 说 谎 考 有 时 还 说 真 话 而 第 
二 类 说 谎 者 则 永远 只 说 谎话 .假设 我 们 解释 埃 皮 曼 尼 德 的 话 是 指 
所 有 克 里 特 人 是 第 二 类 说 谎 者 . 如 果 这 和 句 话 是 真 的 , 由 它 所 指 的 
以 及 他 本 人 是 克 里 特 人 的 事实 , 它 必 是 假 的 ， 这 是 一 个 矛盾 , 故 依 
反 证 法 , 这 名 话 必须 假 . 但 这 句 话 的 虚假 性 便 要 求 曾经 有 或 者 目 
前 有 一 个 克 里 特 人 他 有 时 说 过 真 话 。 如果 这 名 话 是 所 有 克 里 特 人 
所 说 过 的 唯一 的 一 名 话 , 我 们 便 将 得 到 一 个 悖 论 了 . 如 果 我 们 想 
依靠 下 列 历史 上 偶然 事实 , 即 有 些 克 里 特 人 曾经 有 了 时 说 过 真 话 ,来 
解脱 这 个 悖 论 , 在 逻辑 上 是 不 够 满意 的 . 

埃 皮 曼 尼 德 悖 论 又 名 说 谎 者 棱 论 可 以 改 成 下 列 的 严格 形式 ， 
如 果 一 个 人 简单 地 说 “我 现在 说 的 这 句 话 是 谎话 ”, 这 名 话 不 能 够 
真 也 不 能 够 假 除非 得 出 矛盾 .这 个 形式 的 侍 论 是 欧 布 里 德 (Eubuli- 
des) (公元 前 四 世纪 ) 作 的 , 它 在 古代 也 是 众所周知 的 (参考 吕 斯 多 
夫 (Riistow)【1910]。 如 果 “ 克 里 特 人 常常 是 说 谎 者 …” 的 确 不 是 
埃 皮 受 尼 德 说 的 或 者 当初 并 不 看 作 悖 论 的 ， 那 末 说 谎 者 悖 论 的 欧 
布 里 德 形 式 将 比 “ 说 谎 者 克 里 特 人 "形式 出 现 更 早 。) 

古代 有 “鳄鱼 难 局 ”, 说 一 条 鳄鱼 俭 了 一 个 孩子 ,鳄鱼 允许 把 孩 
子 还 给 他 的 和 爸爸， 如 果 他 把 鳄鱼 将 归还 孩子 与 和 否 这 个 问题 猜 得 正 
确 ， 设 该 爸爸 猜测 说 鳃 鱼 不 还 孩子 , 甸 鱼 该 怎么 办 ? (参见 普兰 
尔 (Prantl) [18551, p. 493) 

下 述 的 谜 话 也 引 到 悖 论 ， 一 旅行 者 到 生 番 当中 .他 们 给 他 一 
个 机 会 说 一 名 话 , 条 件 是 , 如 果 他 的 话 真 确 他 将 被 前 ,如 果 他 的 话 
不 真 , 他 将 被 烤 ， 问 这 个 人 应 该 怎样 说 呢 ? (这 样 的 谜语 亦 见 于 骞 
万 提 斯 《Cervantes) 唐 吉 启 德 传 (1605) 工 , 51 中 ) 


$ 12. 由 悖 论 得 出 的 一 些 初步 推论 


， 读 者 可 以 自己 试行 解决 这 些 桂 论 ， 自 从 这 个 问题 提出 以 后 有 
半 世 纪 的 时 间 始 终 没 有 一 个 一 致 换 同 的 解决 (答案 ). 
最 简单 的 解决 将 是 找 出 一 些 特殊 的 错误 ， 正 如 在 学 生 的 代数 
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练习 或 几何 证 明 中 找 出 错误 那样 ,而 不 必 改 变 其 他 一 些 什么 东西 。 
当 开 始 考 虑 这 些 悖 论 时 ， 自然 会 引起 照 这 办 法 去 解决 悖 论 的 
各 种 想法， 我 们 可 以 说 在 以 论 (A) 一 (C) 中 错误 在 于 用 到 太 大 的 
集 , 例 如 所 有 集 的 集 或 所 有 基数 的 集 等 等 ;或 者 在 于 允许 把 集 考虑 
作 它 自己 的 元 素 , 而 这 点 同样 又 否认 了 所 有 集 的 集 . 这 些 提示 不 
一 定 是 错误 的 , 但 它们 到 底 也 不 是 简单 的 . 它们 给 我 们 留 下 一 个 
问题 ,在 一 个 激烈 改变 了 的 基础 上 重新 建立 集 论 ,其 详细 情况 却 不 
是 这 些 提 示 所 完全 说 出 了 的 。 例 如 ,如 果 我 们 禁止 所 有 基数 集 ,我 
们 便 不 能 够 引入 所 有 自然 数 集 ， 除 非 我 们 已 经 知道 它们 并 非 所 有 
基数 ; 在 以 后 的 阶段 中 亦 将 发 生 同样 的 困难 . 如 果 我 们 禁止 所 有 
集 的 集 ,我 们 便 将 与 康 托 关于 集 的 定义 相 冲 突 。 为 了 要 有 集 论 ,我 
们 必需 有 关于 所 有 集 的 定理 ， 根 据 康 托 定 义 ， 这 所 有 集 便 组 成 一 
集 。 不然, 我 们 必须 说 明 将 改 用 什么 样 的 关于 集 的 定义 ,或 者 我 们 
必须 对 康 托 的 定义 补充 以 一 些 准则 来 确定 到 底 康 托 定义 中 所 提 到 
的 总 集 什么 时 候 才 组 成 一 集 ( 斯 科 林 (Skolem〉 [1929 一 30]). 
公理 集 论 ”重建 集 论 可 如 下 来 做 ， 即 在 集 的 概念 之 上 加 上 一 
些 限制 用 以 排除 太 大 的 集 , 这 是 为 了 阻塞 已 知 的 悖 论 所 必需 的 . 因 
为 在 康 托 定义 之 下 自由 地 应 用 我 们 的 概念 来 构成 集 这 一 点 引 到 了 
灾难 ， 因 此 集 论 的 概念 须 受制 于 公理 ， 正 如 欧 氏 平面 几何 的 “点 ” 
“ 线 * 的 受制 一 样 ,公理 集 论 的 第 一 个 系统 是 禁 梅 罗 的 ([1908]). 在 
集 的 公理 处 理 中 加 以 改进 的 是 弗兰克 尔 ([1922, 1925])， 斯 科 林 
([1922 一 3, 1929])， 冯 奈 曼 ([1925 , 1928]) 伯 尔 奈 斯 《Bernays) 
([1937 一 481) 及 其 他 人 .解析 学 可 以 建立 于 公理 集 论 之 上 ,这 或 
许 是 悖 论 发 现 以 后 能 够 对 现存 数学 所 作 的 最 简单 的 基础 。 与 公理 
集 论 有 关 的 曾经 有 一 些 非常 有 趣 的 发 现 , 尤 其 是 斯 科 林 《[1922 一 
3] ,参见 75) 及 哥 德 尔 ([1938, 1939, 1940])?, : 
更 广泛 的 数学 基础 问题 “假设 在 集 论 公理 化 中 桂 论 是 避免 
了 一 一 关于 这 点 我 们 所 得 到 的 保证 只 是 消极 的 ， 即 迄今 尚未 遇见 
悖 论 一 一 它 是 否 把 悖 论 所 引起 的 间 题 完全 解决 了 呢 ? 
1) 又 见 诺 维 科 夫 (I. C。 Hoaakoa) [1951。] 一 一 俄 译注 , 


关于 几何 学 的 情形 ,自从 非 欧 几何 发 现 后 数学 家 已 经 理解 到 ， 
可 能 有 多 种 空间 ， 公理 系统 可 用 以 划分 出 这 种 或 那 种 空间 , 或 者 
划分 出 一 些 空间 的 公共 特征 以 供 几 何 学 家 的 研究 .在 形式 公理 论 
中 出 现 矛 盾 , 那 只 能 说 是 一 些 无 法 实现 的 特性 组 合 被 假设 了 . 

但 就 后 来 导致 了 集 论 的 算术 与 解析 学 而 言 ， 这 两 者 在 现代 的 
批判 时 期 以 前 数学 家 却 认 为 它们 是 处 理 一 些 依 发 生 法 而 得 出 的 客 
体系 统 , 并 用 定义 以 完全 确定 它们 的 结构 的 。 定理 则 被 认为 是 表 
示 有 关 这 些 系统 的 真理 而 不 是 假定 地 (条 件 式 地 ) 用 于 任何 (如果 
有 的 话 ) 满 足 这 些 公理 的 客体 系统 的 。 既然 如 此 , 在 这 些 科目 中 ， 
为 什么 会 出 现 矛盾 呢 ? 除非 在 逻辑 中 有 缺点 , 除非 在 我 们 以 前 所 
依赖 的 用 以 构造 及 推论 数学 客体 的 方法 之 中 有 错误 . 

现在 即使 说 这 些 科目 应 该 改建 在 公理 基础 之 上 ， 但 并 没有 解 
决 这 个 问题 。 在 公理 化 以 后 , 必然 在 某 些 地 方 仍 存在 真 和 假 。 如 
果 公 理 是 非 形式 的 ,这 些 公理 必须 真确 。 如 果 公 理 是 形式 的 ,至 少 
我 们 必须 相信 这 些 定理 是 由 公理 推出 的 ， 又 必须 相信 在 这 些 结果 
《 即 定理 ) 与 公理 理论 以 外 的 现实 之 间 必 有 一 些 关 系 ， 除 非 数 学 家 
的 工作 毫 无 意义 形式 公理 化 的 数学 命题 并 不 能 构成 全 部 数学 ; 
必须 也 有 一 种 直觉 地 理解 的 数学 。 如 果 我 们 必须 放弃 以 前 的 信 
仰 ,不 再 相信 它 包含 了 全 部 算术 , 解析 学 及 集 论 , 那 末 我 们 必须 知 
道 这 种 信仰 的 错误 所 在 以 及 这 两 部 分 分 界线 所 在 ,我 们 才能 满 
意 。 

因此 消除 悖 论 这 个 直接 问题 现在 便 潭 没 于 数学 与 逻辑 的 基础 
这 个 更 广泛 的 问题 之 中 了 。 数 学 真理 的 本 质 是 什么 ?数学 命题 有 
什么 意义 ? 它们 建 基于 什么 证 明之 上 ?即使 在 数学 的 边缘 上 没有 
出 现 悖 论 ， 上 述 这 个 广泛 的 问题 或 综合 性 问题 也 是 哲学 所 研究 的 
问题 。 从 历史 上 看 , 悖 论 出 现 这 件 事 只 使 得 数学 家 比 以 前 更 加 强 
烈 地 研究 这 个 问题 罢了 ， 而 迟 论 则 显然 地 对 解决 这 个 问题 提出 了 
条 件 ". 

1) 一 些 有 趣 的 阐明 悖 论 问题 真相 的 结果 ,可 参见 波 兹 瓦 (I. A. Bousap) [1938°， 

1944”] 及 诺 维 科 夫 [1947°] 一 一 俄 译注 。 
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非 直 谓 ?的 定义 ”如 一 集 M 与 一 特定 客体 m 用 下 法 定义 ,一 方 
面 m 为 人 的 元 案 另 一 方面 mw 的 定义 依赖 于 (用 到 )M ,我 们 说 这 个 
过 程 (或 mw 的 定义 或 MM 的 定义 ) 是 非 直 谓 的 。 类 似 地 , 如 果 一 客体 
mw 具有 性 质 P 了 但 ww 的 定义 却 依赖 于 P 《这 里 M 便 是 具有 性 质 P 的 
客体 的 集 ), 那 未 相应 的 定义 也 是 非 直 谓 的 。 非 直 谓 定义 是 循环 的 
(Circular) ,至 少 表面 上 如 此 ， 因为 被 定义 的 东西 已 经 渗入 到 它 的 定 
义 里 面 去 了 。 

在 $11 中 的 每 个 悖 论 都 用 到 非 直 谓 定义 。 在 (B) ,所 有 集 的 集 
M 把 由 M 而 定义 的 集 MM 及 SM 作为 元 素 。 在 罗素 悖 论 (C) 中 ， 
如 果 我 们 把 了 如 下 定义 那 末 非 直 谓 过 程 便 出 现 了 . 我 们 把 所 有 
集 的 集 M 分 成 两 类 ,第 一 类 由 那些 包括 集 自己 作为 元 素 组 成 的 ,第 
二 类 ( 即 了 了 ) 则 由 不 包括 集 自己 作为 元 素 所 组 成 的 。 然 后 我 们 把 工 
(这 是 由 把 M 分 成 两 部 分 而 定义 的 ) 放 回 M 中 而 问 它 落 在 M 的 那 一 
部 分 之 肉 。 在 理沙 尔 悖 论 (D) 中 ,英语 中 能 够 作为 某 一 函数 (实数 ， 
自然 数 ) 的 定义 的 那些 表达 式 的 总 体 是 包含 有 所 引 的 表达 式 的 ,但 
所 引 的 表达 式 却 提 到 该 总 体 。 在 埃 皮 曼 尼 德 昼 论 (E) 中 ,所 有 句子 
的 总 体 区 分 成 两 部 分 , 真 句子 及 假 句 子 。 论 及 这 个 区 分 的 句子 却 
被 当 作 在 该 原来 总 体 之 内 ,因为 我 们 问 到 底 它 是 真 抑 假 。 

庞 思 加 来 ([1905 一 6,1908]) 断言 , 悖 论 的 原因 便 在 于 这 些 非 
直 谓 的 定义 ;罗素 ([1906,1910] ) 在 他 的 恶性 循环 原则 中 亦 宣布 同 
样 的 解释 , 这 原则 是 : 没有 一 个 总 体能 够 包含 下 列 两 种 元 素 : 它 
只 能 由 该 总 体 而 定义 , 它 或 者 包括 或 者 预先 假定 该 总 体 。 这 样 看 
来 我 们 已 经 对 于 悖 论 有 一 个 充分 的 解决 而 且 也 有 适宜 的 见识 了 ， 
只 是 出 现 一 个 情况 : 我 们 想 保 存 的 数学 中 ,有 些 部 分 ， 尤其 是 解析 
学 ,是 含有 非 直 谓 的 定义 的 。 

例如 下 定义 u 一 上 确 界 M($ 9. (A))。 在 实数 的 狄 德 金 分 划 
定义 中 ,所 有 实数 集 C 是 由 具有 性 质 (a) (b) (c) 的 有 理 数 集 工 所 
组 成 的 集 。 这 个 总 体 已 经 分 成 两 部 分 ,M 与 C 一 M. 我 们 定义 


1) 原文 为 impredicative, 与 $11 的 “ 非 自 谓 的 > Gmpredicable) 不 同一 译 者 
注 。 
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为 SM ,然后 又 把 集 SM 当 作 C 的 元 素 ,在 一 般 情况 u 一 SM 的 
定义 是 依赖 于 C 的 ,因为 在 一 般 情形 ,M 将 是 由 C 而 定义 的 , 即 由 
C 中 具有 茶 些 性 质 P 的 元 素 所 组 成 的 集 . 

我 们 或 许 为 维 护 这 个 非 直 谓 定义 而 解释 说 ， 它 并 不 是 第 一 次 
定义 或 创造 实数 u《 在 这 种 解释 下 ， 实 数 集 C 的 定义 便 是 循环 的 
了 ), 而 只 是 从 已 经 存在 的 实数 集 C 中 把 一 个 特殊 数 器 挑选 出 来 
罢了 。 但 是 同样 的 论证 亦 可 以 用 来 支持 悖 论 中 的 非 直 谓 定义 。 

外 和 尔 的 构造 性 连续 统 “ 在 解析 学 中 某 些 定 义 的 非 直 谓 性 质 曾 
经 被 外 尔 特别 强调 过 , 他 在 《连续 统 》([1918]) 一 书 中 想 找 出 如 果 
不 用 非 直 谓 定义 , 解析 学 有 多 少 部 分 可 以 重新 建立 起 来 。 我 们 可 
以 给 出 一 大 堆 运 算 用 来 构造 非常 多 种 的 无 理 数 。 这 样 外 尔 便 能 够 
获得 解析 学 的 相当 大 的 部 分 ,但 是 , 得 不 到 如 下 定理 , 任何 一 个 不 
空 实数 集 M 如 果 有 一 上 界 则 有 一 个 最 小 上 界 (参见 外 尔 [1919])。 

在 数学 基础 上 引起 了 三 大 派别 : 〈i) 逻辑 主义 派 (罗素 、 怀 特 
黑 (Whitehead)、 英 国人 ) (ia) 直觉 主义 派 ( 布 劳 维 (Brourver), 荷 
兰 人 》( 党 ) 形式 主义 或 公理 学 派 ( 希 尔 伯 特 ,德国 人 )( 对 逻辑 主义 
有 时 不 用 logicistic 而 用 logistic ,但 logistic 又 有 男 一 意义 , 见 $15) 
这 三 大 分 类 并 没有 包括 下 列 的 各 种 不 同 的 观点 ， 即 或 者 它们 没有 
那么 广泛 地 被 研究 ， 或 者 它们 很 少 重建 数学 或 者 较 少 有 哲学 以 支 
持 它 . 

逻辑 主义 ”逻辑 主义 者 的 论点 是 :数学 是 逻辑 的 一 个 分 支 , 数 
学 的 概念 须 用 逻辑 的 概念 而 定义 ， 数 学 的 定理 须 作 为 逻辑 的 定理 
而 证 明 . 

i : 莱 布 尼 兹 《Leibniz) (1666) 首先 把 逻辑 理解 为 包含 其 他 一 
切 科 学 所 依据 的 观念 及 原则 的 一 门 科学 。 狄 德 金 ([1888]) 及 弗 曙 
格 ([1884, 1893, 1903]) 则 用 逻辑 的 概念 而 定义 数学 的 概念 ,而 皮 
亚 诺 (I[1889,1894 一 1908]) 则 在 逻辑 的 符号 体系 内 表示 了 数学 定 

为 了 说 明 数 学 概念 如 何 可 以 由 逻辑 概念 而 定义 ， 让 我 们 先 夭 

认 弗 雷 格 -罗素 的 关于 基数 的 定义 (§ 3), 又 承认 基数 0 及 基数 十 
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1 《对 于 任何 基数 x) 的 定义 ($4)。 那么 有 限 基数 (或 自然 数 ) 可 以 
定义 为 一 个 基数 具有 每 一 个 满足 下 列 条 件 的 性 质 P 的 ,《1) 0 有 性 
质 P(2) 当 w 有 人 性质 P 那 末 十 1 亦 有 性 质 P。 简单 地 说 ,自然 数 
被 定义 为 满足 数学 归纳 法 的 基数 . 这 里 的 观点 与 $6,，$7 的 观点 
大 不 相同 ,在 那里 我 们 预先 假定 自然 数列 的 直觉 概念 ,由 它 而 抽出 
一 原则 ,只 要 给 出 一 个 满足 (1) (2) 的 关于 自然 数 的 性 质 P, 那 末 任 
何 给 定 的 自然 数 都 具有 性 质 P。 而 这 里 我 们 预先 假定 基数 的 所 有 
性 质 的 总 体 , 在 定义 自然 数列 以 前 在 逻辑 上 先 已 存在 着 .注意 ,这 
个 定义 是 非 直 谓 的 ,因为 所 要 定义 的 性 质 , 即 为 一 自然 数 , 是 属于 
基数 的 性 质 的 总 体 的 ,但 后 者 却 在 定义 中 出 现 了 . 

为 了 使 数学 的 逻辑 主义 式 的 构造 能 够 和 发 现 悖 论 有 关 的 情况 
相 适 应 ,罗素 用 他 的 分 支 类 型 论 ([1908，19101)* 而 排除 非 直 谓 的 
定义 ,大体 说 来 ,其 理论 如 下 。 原 始 客 体 或 个 体 ( 即 给 定 的 不 作 逻 
辑 分 析 的 东西 ) 指 定 属于 一 型 (例如 型 0) 而 个 体 的 性 质 属于 型 1， 
个 体 的 性 质 的 性 质 属于 型 2, 等 等 ; 任何 性 质 都 必须 属于 这 些 逻辑 
类 型 之 一 (例如 ,这 便 把 $511 的” 自 谓 的 ”“ 非 自 谓 的 ”这 两 性 质 逐 出 
逻辑 范围 之 外 了 )， 再 详细 一 些 便 须 指出 对 其 它 客体 如 关系 及 类 ” 
等 所 允许 的 类 型 .然后 ,为 了 在 同一 类 型 之 内 排除 了 非 直 谓 定义 起 
见 , 在 型 0 以 上 的 型 又 再 细 分 为 级 .例如 , 就 型 1 言 , 不 提 到 任何 
总 体 的 性 质 便 属于 级 0, 而 用 到 某 级 性 质 的 总 体 而 定义 的 性 质 便 属 
于 更 高 一 级 . 《自然 数 的 逻辑 主义 式 定义 这 时 便 变 成 直 谓 的 了 ,如 
果 把 其 中 出 现 的 P 明 指 为 历经 某 级 的 性 质 而 变 , 这 时 ,为 一 息 然 数 


1) 又 见 希 尔 伯 特 - 阿 克 曼 《Ackermomn) 【1928] 一 一 俄 译注 ， | 

2) 每 一 类 都 和 下 列 性 质 同属 于 一 型 ， 该 性 质 对 该 类 的 元 素 亦 只 对 该 类 的 元 素 成 
立 , 至 于 # 元 (n>1) 关 系 , 则 当 该 关系 的 第 个 变 上 只 型 ip (lpn) 时 该 关 
系 具 型 (zt 2 … sins). 这样; 关系 的 型 便 不 是 一 数 了 。 但 亦 可 不 引进 这 样 的 
型 而 引进 # 层 数 , 即 当 #8>2 时 把 Cx1) xz ，…… ， xs》 定义 为 (x33 《%2，，，，9 :>>， 
而 《x,y》 则 定义 为 (x,《*，y)) ,这样 关系 论 便 化 归 为 类 论 了 ,并 具有 自然 数 的 型 
了 .。 参见 希 尔 伯 特 ~ 阿 克 曼 数理 逐 辑 基础 莫斯科 外 文 出 版 社 , [1947], p. 192， 
p. 199, 可 德尔 [19401。 这 里 所 述 的 分 支 类 型 论 ( 按 这 里 所 述 是 简单 类 型 论 ， 
不 是 分 支 类 型 论 一 一 译 者 注 .) 在 细节 上 和 希 尔 伯 特 - 阿 克 曼 的 层次 演算 并 不 相 
同一 一 俄 译注 ， 
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这 个 性 质 便 属 于 更 高 一 级 了 . ) 但 是 这 种 区 分 为 级 的 办 法 却 不 能 构 
造 出 通常 的 解析 学 ,我 们 上 面 已 经 看 到 ,解析 学 是 用 到 非 直 谓 的 定 
义 的 ， 为 了 避免 这 个 结果 ,罗素 又 假定 可 化 归 性 公理 ,说 对 于 任何 
不 属于 0 级 的 性 质 都 一 个 相同 外 延 的 《 即 被 完全 同样 的 客体 所 具 
有 的 ) 属 于 级 0 的 性 质 。 如 果 只 是 可 定义 的 性 质 才 算 作 存 在 的 话 ， 
那 末 这 公理 的 意思 便 是 说 ， 在 已 给 的 型 内 对 每 个 非 直 谓 的 定义 都 
有 一 个 等 价 的 直 谓 定义 . 

在 怀特 黑 与 罗素 数学 原理 》 中 (三 卷 [1910 一 13]) 便 以 这 说 法 
为 基础 而 在 逻辑 符号 体系 内 把 数学 作为 逻辑 的 一 个 部 门 而 推出 . 
这 本 书 对 于 符号 逻辑 后 来 的 发 展 产生 了 巨大 的 影响 . 

这 种 由 逻辑 到 数学 的 推演 是 作为 直觉 的 公理 学 的 ,其 公理 是 
希望 大 家 当 作 关于 世界 的 可 信 的 假设 而 相信 或 至 少 接受 的 . 

困难 点 在 于 : 有 什么 根据 要 我 们 相信 可 化 归 性 公理 ? 如 果 性 
质 是 须 构 造 的 ,那么 问题 的 解决 须 依靠 构 造 而 不 能 依靠 公理 ,正如 
.著者 们 在 书 的 第 二 版 (1925) 的 引言 中 所 承认 的 : “这 个 公理 纯粹 
只 在 实用 上 得 到 辩解 ， 由 它 可 以 得 到 所 要 求 的 结果 而 得 不 到 其 它 
【迄今 所 知 ]. 但 显然 它 不 是 我 们 可 以 认为 满意 的 那 种 公理 ”. 

蓝 赛 《Ramsey) [1926] 发 现 , 车 删除 级 的 区 分 ( 即 用 简单 类 型 
论 ) 看 来 似乎 可 以 得 出 所 求 的 结果 而 得 不 到 其 他 . 他 把 已 知 的 悖 论 
分 成 两 类 一 种 现在 叫做 “逻辑 的 '( 即 布 拉 里 - 福 蒂 的 、 康 托 的 .罗素 
”的 ), 另 一 种 叫做 “认识论 的 ”或 语义 学 的 '(Semantical)〈 即 理沙 尔 
的 及 埃 皮 受 尼 德 的 ); 他 指出 逻辑 舍 论 可 由 简单 类 型 论 而 防止 , 语 
义学 的 则 (看 来 ) 可 在 一 符号 语言 中 防止 。 因 为 在 那 种 语言 中 缺少 
了 要 求 叙 述 同一 语言 的 表达 式 的 那些 工具 . 但 是 蓝 赛 对 同一 类 型 
中 的 非 直 谓 定义 而 作 的 辩解 对 , 其 论证 隐 含 着 : 该 类 型 中 所 有 调 
词 的 总 体 这 种 概念 是 独立 于 它们 的 可 构造 性 ?或 可 定义 性 而 存在 
着 的 . 这 种 论证 被 叫做 “神学 的 .因此 无 论 罗素 、 怀 特 黑 , 无 论 蓝 赛 
都 没有 能 够 构造 地 达到 逻辑 主义 的 目的 ，( 朗 福 (Langbord) 
[1927] 与 卡 纳 普 〈Carnap) 【1931 一 2] 有 一 种 有 趣 的 建议 用 以 辩 

1) 即 它们 可 用 上 述 工具 作出 的 一 一 俄 译 注 ， 
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解 在 同一 类 型 内 的 非 直 谓 定义 的 ,但 这 种 建议 也 未 能 克服 困难 .) 

外 尔 [1946 ] 说 , 在 《数学 原理 ) 的 系统 中 ,“ 数 学 不 再 建立 于 过 
辑 之 上 而 是 建立 在 逻辑 学 家 的 某 种 天 党 之 上 …”; 他 指出 任何 相信 
这 种 “超越 世界 ”的 人 亦 可 以 接受 公理 集 论 的 系统 ( 蔡 梅 罗 ,弗兰克 
尔 等 等 ) ,对 推演 数学 说 来 ,后 者 实 有 结构 简单 的 优点 . 

逻辑 主义 者 把 自然 数列 的 存在 当 作 是 关于 现实 世界 的 假设 
(无 穷 公理 )， 对 于 无 穷 问题 , 直觉 主义 者 (§ 13) 及 形式 主义 者 
($14) 有 着 完全 不 间 的 处 理 . 

从 直觉 主义 者 及 形式 主义 者 的 观点 来 说 , (抽象 的 ) 自然 数列 
实 比 基数 的 概念 更 初等 也 比 基 数 的 所 有 性 质 这 个 概念 更 初等 ， 后 
两 者 是 当 逻 辑 主 义 地 刻 划 自 然 数 列 时 必须 用 到 的 ， 

最 后 ,逻辑 主义 的 论点 亦 可 如 下 地 话 问 :在 逻辑 的 表述 中 ,已 
经 预先 假定 数学 的 观念 。 照 直 觉 主义 者 看 来 , 在 复 迭 这 个 观念 中 
已 经 含有 数学 的 基本 核心 了 ， 而 在 描述 类 型 的 谱系 或 由 前 提 而 作 
推演 的 概念 中 复 选 这 个 观念 是 必须 用 到 的 . 

逻辑 主义 者 的 最 近 著 作 是 奢 因 〈Quine) [1940*]。 哥 德 尔 
[1944] 对 还 辑 主义 者 的 思想 观点 作 了 批判 的 但 同情 的 讨论 , 至 于 
和 人 门 式 的 著作 可 见 罗 素 [1919] 及 布 拉 克 (Black) [1933]. 


§13. 直觉 主义 


在 1880 年 正当 外 尔 史 特 拉 斯 、 狄 德 金 及 康 托 的 方法 发 育成 长 
时 , 克 伦 涅 客 (Kronecker) 严 房 地 批评 说 , 他 们 的 基本 定义 只 是 一 
些 空话 ， 因 为 他 们 并 不 能 够 使 人 们 可 以 决定 一 个 给 定 的 客体 是 否 
满足 该 定义 . : 

庞 恩 加 来 ([ 1902, 1905 一 6]) 曾 把 数学 归纳 法 看 作 在 直觉 的 
数学 推理 中 一 个 不 可 再 行 化 归 的 工具 ， 因 此 他 亦 是 近代 直觉 主义 
派 的 一 个 先驱 . 

布 劳 维 (Brouwer) [1908] 在 一 篇 论文 “逻辑 原则 的 不 可 信任 ” 
中 批评 了 下 述 的 信仰 ， 即 实际 上 由 亚 里 十 多 德 《Aristotle) (公元 
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前 384 一 322) 流传 到 今 的 古典 逻辑 的 原则 是 绝对 有 效 的 ， 与 它们 
所 施用 的 对 象 无 关 ， 试 引 外 尔 [1946] 的 话 :“ 根 据 他 的 见解 又 看 
看 历史 ， 可 以 知道 古典 逻辑 是 从 有 穷 集 及 其 子 集 的 数学 中 抽象 出 
来 的 ，…。 后 来 人 们 忘记 了 这 个 有 限 的 来 源 了 ， 误 把 逻辑 当 作 高 
于 一 切 数学 的 东西 ， 最 后 又 毫 无 根据 地 把 它 应 用 到 无 穷 集 的 数学 
上 去 .” 

有 两 个 显明 的 例子 可 以 说 明 对 有 穷 集 有 效 的 原则 未 必 可 以 用 
于 无 穷 集 。 第 一 个 原则 是 全 部 必 大 于 任 一 真 部 分 , 当 应 用 于 两 集 
闻 的 一 一 对 应 时 ($ 1, $3, $4)， 男 一 个 原则 是 任 一 自然 数 集 必 有 
一 最 大 数 . 

对 有 穷 集 有 效 的 古典 逻辑 原则 而 布 劳 维 认为 不 能 用 于 无 穷 集 
的 是 排 中 律 。 这 规律 的 一 般 形 式 是 ， 对 每 个 命题 4 言 ， 或 4 或 非 
4。 今 设 4 为 如 下 命题 ， 在 集 ( 或 区 域 )D 中 ， 有 一 元 素 具有 性 质 
P。 那 末 非 4 便 等 价 于 DD 的 每 个 元 素 都 不 具有 性 质 P， 换 名 话说 ， 
DD 的 每 个 元 素 都 有 性 质 非 P。 对 这 命题 4 应 用 排 中 律 便 得 出 ,或 
者 DD 有 一 元 素 具 性 质 了 或 者 DD 的 每 个 元 素 都 有 性 质 非 P. 

为 确定 起 见 , 设 了 为 这 样 的 一 种 性 质 , 使 得 对 刀 的 每 个 给 定 的 
元 素 言 ,我 们 都 可 以 决定 该 元 素 具 有 性 质 P 与 否 . | 

今 设 DD 为 有 穷 集 ,这 时 我 们 便 可 以 把 DD 的 元 素 依次 考查 ,因而 
或 则 发 现 一 元 素 具 有 性 质 了 或 则 验 出 所 有 元 素 都 有 性 质 非 P. 但 也 
可 以 有 实际 上 的 困难 ， 例 如 当 DD 是 非常 大 的 集 具有 亿 兆 的 元 素 ， 
或 者 甚至 当 D 为 小 集 但 要 决定 一 给 定 的 元 素 是 否 具有 性 质 了 时 仍 
可 能 是 很 麻烦 的 。 但 最 终 必 作 完 这 个 探讨 的 可 能 性 在 原则 上 却 
是 存在 的 。 由 于 存在 这 个 可 能 性 所 以 布 劳 维 认为 当 对 有 穷 集 忆 
以 及 上 面 这 样 的 一 种 性 质 P 而 作 推理 时 ， 排 中 律 是 一 个 有 效 的 原 
则 . | 
对 无 穷 集 DD 言 ， 情况 却 有 根本 的 改变 . 要 对 星人 入 作答 
探究 在 原则 上 已 不 再 可 能 了 . 
: “对 无 穷 集 忆 的 所 有 元 素 而 作 探 究 虽 是 不 可 能 的 ， 但 有 时 亦 可 
对 所 提出 的 问题 作 数学 的 解决 , 即 对 于 某 些 了 及 某 些 性 质 P, 可 以 
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在 DD 中 找 出 一 元 素 ,具有 性 质 P 的 ;在 别 的 情形 则 可 以 用 数学 推理 
而 指出 DD 的 每 个 元 素 都 具有 性 质 非 了 ,例如 , 用 假设 DD 的 任意 一 个 
《 即 未 明 指 的 ) 元 素 具 有 性 质 了 便 引 出 矛盾 的 方法 (第 二 种 解决 
的 例子 如 ，DD 为 正 整数 的 全 体 有 序 对 侦 C(m, #) 集 ,而 了 为 如 下 性 
质 : 对 偶 (m, 2) 满足 oz 一 2wr。 其 结果 是 毕 达 哥 拉 斯 发 现 了 
V 2 是 无 理 数 .) 这 种 代替 办 法 由 布 劳 维 看 来 亦 不 足以 换 救 排 中 
律 。 因 为 我 们 没有 理由 肯定 说 在 一 般 情形 之 下 我 们 都 有 可 能 获得 
这 两 种 解决 中 的 一 种 ， 

这 可 由 现代 数学 史 中 提出 一 例子 , 即 费 玛 (Fermat) 的 “最 后 定 
理 ”, 它 肯定 说 ,对 于 > 2, 方 程式 x* 十 六 一 2* 对 x yx 
言 没有 正 整 数 解 . (对 一 2 则 有 正 整 数 *>，y。z 的 三 元 序 组 适 
合 它 ,并 叫做 色 股 弦 数 ?, 例 x 一 3,y 一 4,z 一 5 或 x* 一 5, Jy 一 
12，2 一 13.) 这 里 DD 是 所 有 下 整数 的 四 元 序 组 (x， 》, 2; #) 的 集 。 
而 > 2,P 则 是 如 下 性 质 ， 四 元 序 组 (x*, y，z， 2) 满 足 ze 十 加 一 
zs*。 大 约 1637 年 光景 , 费 玛 在 巴 合 (Bachet) 的 《 狐 奥 番 土 > 一 书 的 
页 边 上 写 道 ,他 已 发 现 一 个 的 确 奇妙 的 关于 这 条 “定理 ”的 证 明 , 可 
惜 书 的 页 边 太 小 了 以 致 写 不 下 来 ,尽管 后 来 人 们 花费 了 大 量 的 精 
力 , 始 终 没有 人 能 够 证 明 或 反 证 这 条 所 谓 “ 定 理 ”; 而 且 我 们 也 缺乏 
一 种 方法 ， 原 则 上 若 照 这 种 方法 做 下 去 我 们 终于 能 够 决定 其 真 候 
的 . 《详情 参见 凡 迪 维 (Vandiver) [1946].) 

布 劳 维 之 所 以 对 于 无 穷 集 了 不 接受 排 中 律 并 不 是 因为 迄今 为 
止 数学 家 们 不 能 够 解决 这 个 或 那个 特殊 问题 .要 对 付 他 的 反对 , 必 
须 提出 一 个 方法 ,不 但 在 原则 上 可 以 解决 所 有 一 切 仍 未 解决 的 数 
学 问题 , 而 且 要 能 够 解决 一 切 将 来 可 能 提出 的 问题 . 这 一 种 方法 
会 不 会 能 够 找 出 呢 ? 目前 我 们 暂时 让 读者 去 猜想 , 在 本 书后 面 我 
们 还 再 讨论 到 这 个 问题 ($ 60) . ; 

在 布 劳 维 的 批判 以 前 所 发 展 的 、 或 者 不 顾 布 劳 维 的 批判 而 发 
展 的 通常 数学 , 其 方法 及 其 逻辑 , 我 们 将 叫做 古典 的 ; 布 劳 维 及 其 


1》 原文 为 “ 毕 达 哥 拉 斯 数 ” 


译 者 注 。 


学 派 所 允许 的 数学 ,其 方法 及 其 逻辑 ,我 们 将 叫做 直觉 主义 的 ?. 古 
典 数学 中 包含 有 直觉 主义 的 一 部 分 ， 又 包含 有 非 直 觉 主义 的 一 部 
分 . 

由 外 尔 史 特 拉 斯 ， 狄 德 金 及 康 托 的 理论 而 达到 顶点 的 非 直觉 
主义 数学 和 布 劳 维 直 觉 主义 数学 之 间 ， 对 于 无 穷 的 观点 有 本 质 的 
差异 . 前 者 把 无 穷 当 作 现 实 的 完备 的 \ 广 延 的 或 存在 的 .无 穷 集 
被 当 作 一 个 完备 的 总 体 而 存在 着 ， 与 人 类 产生 它 或 构造 它 的 过 程 
无 关 , 好 似 它 能 够 完全 的 伸张 于 我 们 的 眼前 一 样 . 对 直觉 主义 数学 
说 来 ,无 穷 只 是 当 作 可 能 的 、 变 成 的 或 构造 的 ， 在 无 穷 量 方面 , 这 
个 区 别 早已 被 高 斯 看 出 了 ,他 在 1831 年 写 道 ,“ 我 反对 … 把 无 穷 量 
当 作 一 个 完备 的 东西 而 使 用 ， 这 在 数学 中 是 绝 不 允许 的 ”( 全 集 
XIII, p. 216)。 

根据 外 尔 [1946],“ 我 想 毫 无 疑问 的 , 布 劳 维 乔 清 楚 了 下 面 这 
一 点 ,没有 任何 明证 再 支持 下 列 的 信仰 :把 所 有 自然 数 的 全 体 当 作 
是 具有 存在 的 特性 的 ,…. 自 然 数列 既 已 超出 由 一 数 而 恕 到 下 一 数 
这 步骤 所 已 达到 的 任何 阶段 , 它 便 有 进 到 无 穷 的 许多 可 能 ;但 它 永 
远 留 在 创造 的 形态 中 , 绝 不 是 一 个 自身 存在 的 封闭 领域 . 我 们 请 
目地 把 前 者 变 成 后 者 这 是 我 们 的 困难 的 根源 ， 悖 论 的 根源 地 也 在 
这 里 一 一 这 个 根源 比 之 罗素 的 恶性 循环 原则 所 指出 的 具有 更 根本 
的 性 质 ， 布 劳 维 打开 了 我 们 的 眼睛 并 使 我 们 看 见 了 , 由 于 相信 了 
超出 一 切 人 类 的 真实 可 行 的 ' 绝 对’ 之 故 ， 以 致 古典 数学 已 经 远 远 
地 不 再 是 有 真实 意义 的 陈述 句 以 及 不 再 是 建 基于 明证 之 上 的 真理 
了 ”, 
布 劳 维 对 于 把 古典 逻辑 应 用 到 无 穷 集 D( 比 如 说 ， 自 然 数 集 ) 
去 所 作 的 批评 便 是 由 于 对 无 穷 有 这 样 的 观点 。 如果 我 们 考虑 直觉 

1) 虽 则 这 样 的 数学 的 基础 实际 上 是 由 布 劳 维 所 领导 的 直觉 主义 学 派 所 建立 的 , 但 

多 数 著者 (包括 本 书 著者 在 内 ) 所 使 用 的 用 语 “ 直 觉 主义 数学 >“ 直 觉 主义 远 辑 ? 

等 不 应 认为 是 完全 正确 的 ， 因为 这 些 用 语 所 指 的 正面 内 容 通常 (例如 在 本 书 内 ) 

并 不 与 直觉 主义 哲学 有 任何 关系 。 较 正确 地 以 说 “构造 性 数学 ?”“ 构 造 性 逻辑 ” 


为 妥 一 一 俄 译注 .又 按 本 书 中 “直觉 的 ”一 词 指 * 非 形式 的 ,内 容 的 ”与 “直觉 主 
义 ” 无 关 , 读 者 不 要 混乱 一 一 译 者 注 ) 
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主义 者 对 于 各 种 形式 的 陈述 名 所 理解 的 意义 时 ， 我 们 将 更 看 得 清 
楚 了 . 

一 个 全 称 陈述 名 ， 所 有 自然 数 # 有 人 性质 P, 或 简单 地 ,对 所 有 
#,P(n), 直 觉 主义 者 是 理解 为 一 种 假设 性 的 断言 , 意 指 , 如 果 给 出 
任何 一 个 特殊 的 自然 数 ;我 们 都 可 以 保证 数 > 具有 性 质 P。 这 种 
意义 并 无 需 我 们 采取 古典 的 观点 , 即 把 自然 数 集 看 作 完 备 的 无 穷 。 

直觉 主义 用 以 证 明 关 于 自然 数 的 全 称 命题 的 方法 ， 数 学 归纳 
靶 便 是 其 一 . 对 以 下 命题 ,对 所 有 # 有 P(x), 而 作 的 归纳 证 明 只 是 
对 由 0 至 ” 间 的 数 作 推理 ， 它 却 可 以 保证 任何 给 定 的 ”都 将 有 性 
质 P($7)。 当然 某 个 归纳 证 明 要 算是 直觉 主义 的 ， 还 须 它 的 黄 基 
及 它 的 归纳 推 步 的 推理 都 是 直觉 主义 的 . 

至 于 存在 陈述 句 , 有 一 自然 数 ” 具有 性 质 P, 或 简单 地 有 一 
全 得 Cr)， 它 鬼 直 名 主意 是 作为 如 这 名 话 的 部分 消息 (或 
这 种 名 的 抽象 ); 它 给 出 该 具有 性 质 P 的 自然 数 # 的 具体 例子 ,或 
者 至 少 给 出 一 个 方法 全 得 原则 上 可 以 我 是 这 个 具体 例 了 来? 

因此 对 如 下 命题 ,有 一 二 使 得 PCn), 所 作 的 直觉 主义 证 明 , 必 
须 在 下 述 的 (严格 的 ) 意 义 下 是 构造 的 ， 这 证 明 须 实际 上 作出 这 样 
的 一 个 = 的 具体 例子 , 它 使 得 PC(n)， 或 者 至 少 给 出 一 个 方法 使 得 
原则 上 可 以 找 出 这 个 具体 例子 . 1 

在 古典 数学 中 , 常 有 非 构 造 的 或 间接 的 存在 证 法 ,而 为 直觉 主 
义 者 所 不 接受 的 。 例如 ， 要 证 明 有 一 个 ”使 得 P(w)， 古 典 数学 
家 先 假设 所 有 * 都 非 P(x) 从 而 引出 矛盾 来 。 无 论 从 古典 的 或 直 
觉 主义 逻辑 看 来 ， 根 据 反 证 法 这 时 都 可 得 出 : 不 是 所 有 都 非 
P(2)3， 古 典 逻 辑 允 许 把 这 结果 变 成 ， 有 一 ”使 得 PCz), 但 (一 般 
说 来 ) 直 觉 主 义 的 逻辑 则 否 ， 这 样 的 一 个 古典 的 存在 证 明 ,对 于 具 
体 给 出 一 个 满足 PCn) 的 > ”这 点 来 说 , 比 之 在 证 明 以 前 并 没有 前 进 

1) 诺 维 科 夫 [1939,1943]( 参 见 俄 译本 附录 VID 了 ;在 条 伯 之 下 可 以 办 

构造 性 的 存在 证 明 得 出 构造 性 的 证 明 一 一 俄 译注 . 

2) 郭 尔 葛 哥 洛 夫 《A. 晶 , KonMoropoB) 发 表 了 一 个 意见 > 认为 对 彻底 的 构造 人 


(直觉 主义 ) 观 点 说 来 ,要 对 全 称 性 命题 ( 即 具 有 下 形 的 命题 * 对 所 有 zsP(z77 
的 否定 看 作 一 个 确定 的 命题 ,一 般 说 来 是 没有 意义 的 一 一 俄 译注 。 
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一 步 ( 虽 则 有 时 我 们 可 用 别 的 方法 来 找到 它 )， 直 觉 主义 者 不 愿意 
接受 这 样 的 存在 证 明 , 因为 对 他 们 说 来 , 结论 有 一 * 使 得 P(x) 必 
须 是 存在 一 个 具体 的 4 的 例子 使 得 PC) 才 成 ,而 这 样 一 个 具体 的 
例子 目前 还 未 得 到 ， 至 于 古典 的 说 法 : 说 在 所 有 自然 数 的 完备 的 
无 穷 总 体 之 中 总 在 某 些 地 方 有 一 个 ”使 得 P(x), 这 对 直觉 主义 者 
是 没有 效 的 ,因为 他 们 不 把 诸 自然 数 看 作 一 个 完备 的 总 体 , 

作为 非 构造 的 存在 证 明 的 另 一 例 , 试 设 对 于 某 一 性 质 P, 已 经 
用 直觉 主义 方法 指明 ,如 果 费 玛 的 “最 后 定理 "是 真 的 那么 5013 这 
个 数 具 有 性 质 P, 又 如 果 费 玛 " 最 后 定理 "是 假 的 ， 那 么 10 这 个 数 
具有 性 质 P， 在 古典 意义 上 说 ， 这 便 已 经 足以 证 明 总 有 一 数 ” 使 
得 PC(w), 但 既然 "最 后 定理 ”的 问题 还 没有 解决 ， 布 劳 维 将 不 能 承 
认 这 个 存在 证 明 ， 因 为 它 没有 给 出 一 个 具体 例子 . 我 们 不 知道 
5013 是 否 一 个 这 样 的 例子 ,也 不 知道 10 是 否 一 个 这 样 的 例子 , 更 
没有 任何 办 法 可 以 原则 上 得 到 一 个 具体 的 数 《 即 除却 由 于 计算 过 
程 太 复 杂 致 不 能 实现 以 外 ) 使 我 们 能 够 确信 这 个 数 就 是 一 个 例子 . 
布 劳 维 只 承认 ， 由 上 面 所 说 的 不 过 证 明了 下 列 的 蕴涵 名 《或 条 件 
句 ): 如 果 ? 或 非 了 那 末 便 有 一 ”使 得 PC(n), 这 里 表示: 对 所 有 

zy 35 盖 0 及 mn>2 言 ;z 士 风头 加、 古典 数学 家 可 以 应 用 排 

中 律 而 推出 该 蕴涵 式 的 前 提 下 或 非 R， 因 而 便 能 推 得 结论 有 一 ? 
使 得 P(x)。 不 过 就 且 前 的 知识 情况 言 , 布 劳 维 并 不 承认 该 前 提 
或 非 F 是 已 经 知道 的 . . 

正如 这 例子 所 表明 的 ,在 作 定义 时 , 亦 和 作证 明 时 一 样 要 区 别 
直觉 主义 方法 和 非 直觉 主义 方法 . 就 我 们 今天 的 知识 情况 言 , 布 
劳 维 不 承认 下 列 的 定义 是 某 一 个 自然 数 ” 的 有 效 定义 : 数 #* 等 于 
5013 如 果 了 真确 , 它 等 于 10 如 果 非 真确 . 

对 直觉 主义 说 来 ， 析 取 式 4 或 3 是 下 列 句子 的 一 个 不 完全 的 
传达 , 即 44 成立 或 8 成 立 ,或 至 少 给 出 一 个 方法 使 我 们 可 以 从 4 与 


. 如 选 出 一 个 是 成 立 的 . 合 取 式 4 与 8 意 指 4 与 同时 成 立 。 蕴涵 


式 4 蕴涵 8( 或 如 果 4 则 8)， 则 表示 可 以 根据 直觉 主义 的 推理 由 
4 推出 ,或 更 明显 地 说 ,我 们 有 一 种 方法 使 得 可 以 从 对 于 4 的 每 
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一 个 证 明 而 获得 用 以 证 明 B 的 方法 ;否定 式 非 4 〈 或 4 是 廖 误 的 ) 
意 指 可 以 根据 直觉 主义 的 推理 从 4 推出 矛盾 B 及 非 来 ,或 更 明 
显 地 说 ， 我 们 有 一 个 方法 使 得 可 以 从 对 4 的 任何 证 明 而 获得 对 于 
矛盾 中 及 非 了 的 证 明 来 2 (或 获得 一 个 已 知 为 廖 误 的 句子 如 1 一 0 
的 证 明 ). 关于 这 些 直 觉 主义 意义 的 进一步 讨论 将 见于 $ 822. 
海 丁 (Heyting) [1934] 说 根据 布 劳 维 ,数学 和 我 们 思想 中 的 
精确 部 分 是 一 致 的 .…, 没 有 一 种 科学 , 特别 是 , 没有 一 种 哲学 或 
逻辑 可 以 作为 数学 的 先决 前 提 . 如 果 引 用 任何 哲学 原则 或 逻辑 原 
则 来 作证 明 的 工具 , 那 将 是 一 个 循环 ,因为 在 表述 这 些 原则 时 已 经 
用 到 数学 的 概念 了 ”. 对 于 数学 来 说 ,“ 唯 一 来 源 在 于 直觉 ,直觉 把 
概念 及 推理 放 在 我 们 的 眼前 而 显得 非常 直接 明白 ”, 这 个 直觉 “不 
过 是 一 种 能 力 ， 可 以 分 别处 理 各 种 概念 以 及 作出 正规 地 出 现 于 通 
常 思维 之 中 的 那些 推理 "， 经 过 分 析 ,我 们 看 到 自然 数列 的 观念 是 
建 基于 下 列 的 可 能 性 之 上 的 ， 首 先 它 能 够 把 一 客体 或 经 验 作为 和 
其 余 外 界 相 分 开 的 东西 而 考虑 ， 其 次 它 能 够 在 这 些 客 体 彼此 之 间 
加 以 区 别 , 第 三 ,对 第 二 过 程 想像 它 无 限 地 重复 着 .“ 在 直觉 主义 数 
学 中 ,我 们 的 推理 并 不 是 依照 固定 的 模式 从 而 把 这 些 模 式 集成 逻 
辑 , 反 之 ,每 一 次 的 推理 都 是 直接 地 由 它 的 显然 性 来 验证 ”. 但 仍然 
“有 些 一 般 规则 ,依照 这 些 规则 可 以 从 一 些 数学 的 定理 而 用 直觉 地 


1) 在 这 个 定义 中 ,要 用 到 非 8 来 解释 非 4, 这 春来 是 一 个 循环 ,可 以 用 下 法 避免 两 
个 自然 数 ( 或 两 个 有 穷 符号 序列 ) 的 相同 与 相 异 是 两 个 基本 概念 (参见 下 一 段 ). 
对 于 具 加 二 2 形 (而 my > 为 自然 数 ) 的 语句 3 而 言 , 非 将 指 w 与 # 是 相 异 
的 .在 这 段 对 非 4 的 解释 中 ，。4 是 指 这 种 形状 以 外 的 任何 语句 ， 而 卫 则 指 这 种 
形状 的 语句 。 等 价 地 可 以 说 , 由 于 0 与 1 的 相 异 是 直觉 上 给 出 的 《因此 非 1 一 0 
是 成 立 的 )* 所 以 非 4 便 指 : 人 们 获得 一 种 方法 , 可 以 由 对 4 的 任何 证 明 而 获得 
对 1=0 的 证 明 (参见 本 段 后 面 的 话 ) 一 一 根据 作者 (在 六 版 第 65 页 上 的 ) 注 . 

2) 郭 尔 葛 哥 洛 夫 发 现 了 ， 可 把 构造 性 轨 2 辑 〔 直 觉 主义 逻辑 ) 解 灵 为 解决 问题 的 逐 
辑 。 在 这 解释 中 使 用 了 直觉 的 问题 > 这 个 溉 念 , 它 可 以 由 不 同 的 方式 加 以 精确 
化 . 其 一 由 克 林 (Kieene) 所 叙述 ( 见 $82)。 他 所 考虑 的 问题 是 可 实现 作出 的 
问题 , 另 一 方法 最 近 由 梅 维 捷 夫 〈IO.T.MenBeres) [1955] 所 叙述 。 他 所 考虑 
的 每 一 个 问题 都 是 作出 属于 给 定 的 函数 类 中 算术 函数 (参见 410 例 2) 的 问题 .与 
构造 性 的 逻辑 的 解释 问题 有 关 的 还 有 沙 宁 (H. A. ITlagaa) 【1953。1955] 的 研 
究 那 是 有 关于 构造 性 的 让 与 构造 性 的 假 的 特殊 类 型 的 概念 的 一 一 俄 译注 
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有 明显 的 方式 推出 新 定理 ; 关于 这 些 相 互 关系 的 方式 的 理论 可 以 在 
“数理 逻辑 ' 内 加 以 处 理 , 这 样 ,数理 逻辑 便 是 数学 的 一 个 分 支 而 在 
数学 以 外 它 就 没有 合理 的 应 用 了 ”， | 
我 们 现在 要 问 ; 在 古典 数学 中 非 直觉 主义 的 方法 起 了 多 大 的 
作用 ? 
非 直 觉 主义 方法 出 现 于 古典 的 初等 数论 中 这 事 是 值得 注意 
的 ， 因 为 这 样 一 来 初等 数论 便 可 以 作为 数学 基础 理论 研究 的 一 个 
最 初 的 及 最 简单 的 试验 地 了 ， 数 学 基础 理论 是 由 直觉 主义 及 形式 
主义 的 思想 而 产生 的 .在 本 书 中 ,我 们 便 几乎 完全 限于 初等 数论 ， 
实际 上 在 现 有 的 初等 数论 中 ， 非 直觉 主义 方法 并 不 起 大 的 作 
用 . 大 多 数 的 非 构造 性 的 存在 证 明 都 可 以 换 为 构造 性 的 证 明 . 
另 一 方面 ， 在 解析 学 中 (以 及 数学 的 更 高 等 的 部 分 ) 非 直觉 主 
义 式 的 定义 及 证 明 却 遍及 于 整个 研究 法 。 在 狄 德 金 的 分 划 表 示 中 
实数 是 有 理 数 的 无 穷 集 (89). 因此 要 把 它们 当 作 一 般 的 客体 我 们 
便 已 经 用 到 邯 备 的 无 穷 了 .即使 在 最 简单 的 定义 中 ,我 们 已 经 对 这 
些 集 使 用 了 排 中 律 。 例 如 ,要 证 明 对 任意 两 个 实数 x 与 3 言 ,或 者 
x < 三 y 或 者 x 一 y 或 者 x>y, 我 们 便 两 次 使 用 了 排 中 律 如 下 : 或 
者 y 中 有 一 有 理 数 + 不 在 x 中 ,或 者 y 中 所 有 有 理 数 均 在 x 中 ; 
以 及 把 x 与 了 对 调 的 类 似 语句 .又 在 上 确 界 M ($9(A)，$ 12) 的 
非 直 谓 定义 中 , 我 们 对 所 有 实数 集 的 总 体 亦 同 法 处 理 ， 男 一 类 非 
构造 性 推论 的 例子 出 现 于 $9(B) 的 证 明 中 ， 因 为 这 里 我 们 假设 有 
权利 同时 对 于 无 穷 多 个 > 值 而 从 集 M, 中 挑选 a 但 不 给 出 任何 特 
性 来 决定 所 挑选 的 元 素 .( 这 是 “选择 公理 ”的 一 个 例子 ,这 公理 首 
先 被 兹 梅 罗 ?[1904] 所 注意 而 列 为 一 假设 .在 $4 定理 B 的 证 明 中 
我 们 亦 用 到 这 公理 .) 
虽 则 在 量 方面 完备 的 无 穷 被 禁止 了 (如 高 斯 所 说 的 ) 但 在 集 方 
面 它 却 完全 无 缺 地 重新 出 现 了 。 正如 希 尔 伯 特 与 伯 尔 奈 斯 《数学 


1) 根据 谢 尔 平 斯 基 〈Sierpifski) [1928]， 在 1902 年 勒 维 (B. Levi) 已 经 看 到 在 
许多 集 论 的 证 明 上 尤其 是 在 $4 定理 B 的 证 明 上 有 用 到 选择 公理 的 必要 性 一 一 
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基础 第 一 卷 ([1934])41 页 上 所 描述 的 ,解析 学 … 的 算术 化 并 非 
十 全 无 缺 的 ,因为 引信 了 一 系列 基本 概念 ,它们 是 不 属于 直觉 的 算 
术 思 维 的 范围 内 的 ， 之 所 以 使 得 我 们 认为 解析 学 夺 一 个 严谨 的 基 - 
础 ,只 在 于 : 这 密 密 几 条 基本 假设 已 充分 地 使 得 量 的 理论 作为 整 
数 集 的 理论 建立 起 来 了 ”. 

下 一 个 问题 是 : 在 直觉 主义 的 限制 下 可 以 建立 一 种 怎样 的 数 
学 呢 9 如果 现 存 的 古典 数学 可 以 在 直觉 主义 的 限制 下 重新 建立 起 
来 ,不 必 增 加 太 大 的 劳动 也 不 必 牺 牲 太 大 的 已 获得 的 结果 ,那么 古 
典 数 学 的 基础 问题 可 以 说 已 经 解决 了 ， 

直觉 主义 者 已 经 创造 一 种 完全 新 的 数学 ， 包 括 连续 统 理论 及 
集 论 (参见 海 丁 [19341)。 这 数学 应 用 了 一 些 概念 并 作出 一 些 区 别 
都 是 在 古典 数学 中 所 没有 的 ; 它 本 身 亦 非 常 动 人 ,但 作为 古典 数学 
的 替代 者 来 说 ， 它 却 显 得 缺乏 力量 而 且 在 许多 方面 其 发 展 亦 很 烦 
难 . 例如 ,在 布 劳 维 的 连续 绕 理 论 中 ,我 们 不 能 断言 任意 两 个 实数 
4 与 2 或 者 相等 或 者 不 等 . 我们 关于 a 与 间 的 相等 性 或 不 等 性 
的 知识 可 以 或 详 或 略 .ea 闫 5 表示 由 a = 2 而 引出 矛盾 ,而 a 间 z 则 
是 更 强 的 不 等 性 ， 它 表示 可 以 指出 一 个 隔 开 < 与 5 的 有 理 数 的 例 
子 . 当然 由 a 井 2 可 以 推出 s 关 2。 但 是 可 以 找 出 一 对 实数 <。 与 
2 使 得 我 们 不 知道 是 否 或 者 a 一 5 或 者 a 天 5( 或 4 碍 5). 显然 
由 于 这 些 复杂 性 使 得 连续 统 的 古典 理论 被 一 些 在 形式 上 较 不 明晰 
的 东西 所 代替 了 . 本 : 

尽管 这 样 ,《 如 最 近 所 采用 的 ) 用 重新 解释 的 另 一 种 方式 而 直 
觉 主义 地 重新 建立 古典 数学 的 可 能 性 还 是 有 的 (参见 $81)， 


$14 形 式 主 义 


布 劳 维 已 经 揭露 了 在 发 生 的 或 构造 的 趋向 之 下 其 最 终 的 结局 
是 怎样 的 ; 希 尔 伯 特 则 对 公理 的 或 存在 的 趋向 ($ 8) 作 了 同样 的 
工作 . 公理 方法 已 经 由 欧 几 里 得 的 实质 公理 学 而 改进 到 希 尔 伯 特 
《几何 基础 兴 11899]7 的 形式 公理 学 了 . 形式 主义 是 为 着 对 付 由 悖 
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论 所 引起 的 危机 以 及 由 布 劳 维 及 外 尔 对 古典 数学 所 作 的 指责 的 . 
这 一 步骤 已 由 希 尔 伯 特 在 [1904] 中 所 筹划 ,而 在 1920 年 以 后 则 由 他 
及 他 的 合作 者 伯 尔 奈 斯 、 阿 克 曼 、 冯 诺 曼 等 所 严肃 地 实行 (参见 伯 
尔 奈 斯 [1935a1, 外 尔 [1944]). 

希 尔 伯 特 承认 古典 数学 中 凡是 涉及 完备 无 窃 的 那些 命题 都 是 
缺乏 直觉 的 明显 性 的 。 但 他 不 愿 象 布 劳 维 那样 因此 而 放弃 了 古典 
数学 . 

为 了 要 在 直觉 主义 的 批评 面前 换 救 十 典 数 学 ， 他 提出 一 个 规 
划 , 这 规划 可 初步 地 叙述 如 下 : 十 典 数 学 将 表述 为 一 种 形式 公理 
理论 ,并 证 明 这 理论 的 无 矛盾 性 ， 

在 希 尔 伯 特 这 个 提议 以 前 ， 对 于 公理 理论 的 无 矛盾 性 证 明 所 
用 的 方法 , 尤其 是 在 希 尔 伯 特 早期 的 公理 思考 中 , 都 是 用 给 出 ‘ 模 
型 ' 法 的 .所 谓 一 公理 理论 的 模型 简单 地 是 指 从 其 它 理论 所 挑选 出 - 
来 的 客体 系统 而 满足 这 些 公理 的 (88). 即 是 说 ,该 公理 理论 中 每 个 
客体 或 原始 概念 都 相应 于 另 一 理论 中 一 客体 或 概念 使 得 这 些 公理 
变 成 (或 相应 于 ) 另 一 理论 中 的 定理 。 如 果 另 一 理论 是 无 矛盾 的 那 
么 该 理论 也 一 定 是 无 矛盾 的 了 ， 因 为 设 在 该 公理 理论 中 可 以 由 公 
理 而 推出 一 矛盾 . 则 在 另 一 理论 内 就 模型 中 的 客体 而 作 相 应 的 推 
理 , 便 必然 可 以 由 相应 的 定理 而 推出 矛盾 来 了 ， 

一 个 有 名 的 古老 例子 是 贝 特 兰 米 《Beltrami) (1868) 指出 , 洛 
巴 契 夫 斯 基 及 波 里 埃 的 平面 非 欧 几何 中 〈 即 平面 双 曲 几何 ) 其 直 
线 可 以 用 欧 氏 空间 中 具 负 常 曲率 的 曲面 上 的 短程 线 来 表示 5. 因 
此 如 果 欧 氏 几 何 是 无 矛盾 的 那 末 平 面 双 曲 几 何 亦 然 ，( 克 莱茵 
(Klein) (1871) 用 具有 凯 菜 (Cayley) 尺度 (1859) 的 平面 射影 几何 
而 给 出 另 一 模型 ; 这 亦 可 看 作 欧 氏 平面 中 的 一 个 模型 。 参见 杨 


1) 著者 这 句 及 以 后 各 句 是 不 精确 的 . 所 说 的 表示 只 能 局 部 地 存在 , 即 只 可 能 把 洛 
氏 平 面 内 某 个 圆 放 在 欧 氏 空间 中 具 常 负 曲率 的 曲面 上 ， 而 不 是 整个 洛 氏 平 
面 。 因此 册 氏 结果 不 足以 给 出 作者 所 说 的 无 矛盾 性 的 断言 . 但 是 克 莱 茵 模型 
却 可 以 达到 这 目的 ， 参见 叶 非 莫 夫 〈Eedayos) < 高 等 几何 学 y 1945 《有 中 译 
本 一 一 译 者 注 .)、V$6、$8 VI 4$3 一 一 俄 译注 ， 
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《Young) [1911] 讲 义 开 及 II.) 

笛 卡 儿 (Descartes) (1619) 的 解析 几何 ， 即 对 几何 客体 的 坐 
标 表 示 , 便 是 在 解析 学 的 基础 上 , 即 在 实数 论 的 基础 上 证 明 几 何 理 
论 无 矛盾 性 的 一 般 方法 . 

利用 模型 方法 而 作 的 无 矛盾 性 证 明 只 是 相对 的 。 只 有 当 被 抽 

出 模型 的 那个 理论 是 无 矛盾 时 ， 模 型 所 用 以 表示 的 理论 才 是 无 矛 
盾 的 . 
只 有 当前 一 理论 是 无 可 非议 时 这 模型 才 给 我 们 以 无 矛盾 性 的 
一 个 绝对 证 明 . 维 伯 伦 与 布 赛 (Bussey) [1906] 曾经 造 一 模型 
只 用 一 个 有 限 (!11)” 的 客体 系 来 表示 点 ,因而 对 于 射影 几何 的 初 浅 
部 分 获得 了 一 个 无 矛盾 性 的 绝对 证 明 ， (参见 杨 [1911] 讲义 IV 
及 V.) 

为 了 要 绝对 地 证 明证 典 数论 .解析 学 及 集 论 (适当 地 公理 化 后 ) 
的 无 矛盾 性 , 模型 方法 是 没有 希望 的 、 根据 数学 材料 而 作出 的 模 
型 都 不 过 把 我 们 引 到 别 的 一 些 理论 去 ， 而 以 前 用 模型 的 方法 已 经 
化 归 到 这 些 理论 来 了 ， 

至 于 不 可 能 由 感觉 世界 或 物理 世界 而 抽出 模型 ， 这 在 希 尔 伯 
特 及 伯 尔 奈 斯 [1934]，pp. 15 一 17 已 论证 过 了 。 他 们 用 芝 诺 
(Zeno) 的 第 一 悖 论 ( 公 元 前 五 世纪 ) 来 说 明 . 根据 这 悖 论 , 一 个 跑 
步 者 不 能 够 在 有 限时 间 内 跑 完 一 路 程 . 玉兰 他 跑 完 这 有 段 路 前 必 先 
跑 完 一 半 , 又 必 先 路 完 1/4， 必 先 跑 完 1/8 等 等 。 这 便 需 要 他 完成 
无 穷 多 个 动作 . 通常 解决 这 个 悖 论 的 办 落 是 指出 跑 完 各 段 路 程 时 
所 需要 的 时 间 间 本, 它 所 组 成 的 无 穷 级 数 是 收敛 的 .“ 事 实 上 对 这 
悖 论 还 有 更 激烈 的 解决 办 法 .我 们 并 不 必 一 定 要 相信 数学 对 运动 
所 作 的 时 - 空 表示 (就 非常 小 的 空间 与 时 间 间 隔 言 ) 是 具有 物理 上 
的 意义 的 ;反之 ,我 们 极 有 理由 假设 该 数学 模型 只 是 由 某 些 经 验 领 
域 上 的 事实 抽象 而 来 ， 即 由 我 们 观察 所 能 达到 的 那 种 运动 抽象 而 
成 的 ,作为 一 个 简单 地 形成 观念 的 过 程 , 它 正如 连续 介质 力学 所 扫 


1) 原文 为 “Csic)”, 该 字 为 拉杆 文 “ 原 文 如 此 ”之 意 . 凡 使 用 该 字 时 ， 和 革 是 叫 读 老 特 
别 注意 该 字 , 等 于 “注意 这 字 | 不 要 漏 过 1” 现 在 用 双人 惊叹 号 表示 之 一 一 译 者 注 . 
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象 的 那样 ,后 者 假定 了 空间 是 连续 地 充满 了 物质 的 …* 当 人 们 相信 
能 够 由 经 验 或 感觉 而 直接 得 出 一 个 [真实 ] 无 穷 大 时 情况 完全 一 样 
…, 更 精密 的 考查 可 以 证 明 , 实际 上 并 没有 给 出 一 个 无 穷 大 , 只 不 
过 在 理智 过 程 中 添 人 或 抽象 出 来 罢了 ”. 

因此 ,如 果 要 想 证 明 数论 (包括 其 中 非 直 觉 主义 部 分 ) 解析 学 
等 的 无 矛盾 性 , 那 末 必得 用 别 的 方法 了 。 希 尔 伯 特 的 贡献 便 在 于 
理解 到 一 个 新 的 直接 办 法 , 而 且 认 出 这 方法 和 公理 化 的 关系 。 这 
个 直接 方法 可 由 无 矛盾 性 的 意义 (至 少 我 们 今天 的 看 法 ) 而 得 出 ， 
这 意义 是 ,在 这 理论 中 不 可 能 由 公理 而 推出 矛盾 ( 即 一 命题 4 及 其 
否定 非 4 同时 为 定理 ). 因此 要 直接 证 明 一 理论 的 无 矛盾 性 ,我们 
便 须 证 明 一 些 关 于 该 理论 本 身 的 命题 ， 尤 其 是 有 关于 该 理论 中 各 
条 定理 的 一 切 可 能 的 证 明 . 和 希望 被 证 明 其 本 身 为 无 矛盾 的 那个 数 
学 理论 ,其 本 身 便 变 成 了 另 一 个 数学 研究 的 对 象 ,后 者 希 尔 伯 特 叫 
做 “元 数学 ”或 “证 明 论 ”。 这 事 如 何 可 能 ,以 及 该 研究 的 方法 如 何 ， 
我 们 将 在 下 一 节 加 以 考查 , 

目前 我 们 将 进而 讨论 希 尔 伯 特 建议 的 内 容 . 和 希 尔 伯 特 [1926， 
1928] 在 古典 数 学 中 区 别 出 “ 真 实 "的 与 “理想 ”的 陈述 名 ,其 要 点 如 
下 ， 真 实 陈述 名 是 具有 直觉 意义 的 ; 理想 陈述 名 是 没有 直觉 意义 
的 .凡是 把 无 穷 作 为 真实 无 穷 的 那些 陈述 名 都 是 理想 的 .古典 数 
学 除 真实 句子 外 还 加 人 理想 句子 ， 为 的 是 想 在 关于 无 穷 集 的 推理 
中 还 能 够 使 用 亚 里 士 多 德 逻 辑 的 简单 规则 . : 

把 “理想 元 素 ’ 加 入 到 一 体系 去 来 完成 它 的 结构 并 使 该 体系 的 
理论 得 以 简单 化 ,这 是 现代 数学 中 常用 的 有 收获 的 办 法 .例如 ,在 
欧 氏 平面 几何 中 ,两 条 不 同 的 直线 交 于 唯一 的 点 ,除却 当 它 们 平行 
时 .为 了 除去 这 个 例外 , 彭 斯 列 (Poncelet) 在 他 的 射影 几何 (1822)》 
中 便 在 原来 的 每 条 直线 上 引入 无 穷 远 点 ， 使 得 凡 平 行 线 都 有 共同 
的 无 穷 远 点 而 非 平 行 线 则 有 不 同 的 无 穷 远 点 .这 些 无 穷 远 点 全 体 
组 成 一 无 穷 远 直 线 .在 射影 平面 上 一 线 绕 一 有 穷 远 点 而 旋转 时 , 它 
的 无 穷 远 点 便 描 成 该 一 条 无 穷 远 直 线 。 用 这 个 办 法 便 可 以 把 点 和 
线 之 间 的 结合 关系 简单 化 了 。 两 个 不 同 的 点 决定 唯一 的 直线 ( 它 
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在 两 点 之 ”上 ”, 即 该 直线 通过 该 两 点 ); 两 条 不 同 直线 决定 唯一 的 
点 ( 它 在 两 线 之 上 ). 这 两 命题 是 彼此 对 偶 的 ， 对 平面 射影 几何 有 
一 条 普遍 原则 ,叫做 对 偶 原 则 , 在 该 门 科学 中 每 一 条 定理 , 如果 把 
“点 "与 “直线 ” 互 换 所 得 的 陈述 句 亦 是 一 条 定理 ?. 

为 了 某 些 理论 的 目的 而 把 新 元 素 加 到 已 经 预先 造 好 的 元 素 系 
统 去 ,还 可 再 举 一 个 例子 , 这 便 是 数 系 的 继续 扩大 , 例如 由 自然 数 
出 发 ,然后 加 入 负 整 数 , 分 数 , 无 理 数 最 后 加 和 虚数， 负 整 数 的 加 
人 在 于 把 加 法 理论 简化 ,因为 这 时 其 逆 运 算 ( 减 法 ) 常 是 可 能 了 . 

希 尔 伯 特 的 问题 大 体 上 相似 于 碟 数 当初 出 现时 所 存在 的 问 
题 。 因为 当时 虚数 还 未 曾 被 理解 清楚 , 为 了 对 怀疑 者 而 证 明 虚 数 
的 用 处 人 们 可 以 建议 证 明 下 列 的 事情 ， 如 果 依 照 指定 的 规则 而 应 
用 虚数 来 推出 一 些 只 与 实数 有 关 的 结果 , 那 末 该 结果 必然 正确 , 当 
然 ， 这 种 建 基于 实数 之 上 的 关于 虚数 的 论证 在 今天 说 来 是 不 必要 
的 了 ,因为 大 家 知道 它们 可 以 解释 为 平面 上 的 点 ( 威 色 尔 〈Wessel) 
1799) 或 实数 对 (高 斯 1831)， 

由 于 这 点 相似 性 我 们 要 问 ， 假 定 古 典 数学 中 兼 含 真实 句 及 理 
想 句 的 那 一 部 分 ,其 无 矛盾 性 证 明 ( 在 希 尔 伯 特 意义 下 ) 已 经 成 功 
了 ,我 们 是 否 可 以 推论 说 ,即使 通过 理想 陈述 句 而 证 明 的 真实 陈述 
句 亦 是 直觉 主义 地 真确 的 ? 我 们 能 够 推论 到 什么 程度 将 在 后 面 讨 
论 ($42 末 582 末 ); 它 将 视 无 矛盾 性 证 明 包 含有 什么 而 定 , 也 将 视 
所 谓 真 实 陈 述 句 是 指 那 一 类 而 定 。 如 果 这 是 可 以 的 话 , 那 末 , 希 尔 
伯 特 规划 的 成 功 ， 对 直觉 主义 者 说 来 古典 数学 便 可 以 起 证 明 手 段 
的 作用 了 . 

当 和 希 尔 伯 特 规划 提出 的 初期 ， 在 布 劳 维 与 希 尔 伯 特 之 间 有 一 
个 非常 激烈 的 争论 ， 布 劳 维 [19231 说 ,“ 不 正确 的 理论 即使 还 未 碰 
到 矛盾 ,但 仍然 是 不 正确 的 ,正如 一 个 罪恶 的 行为 即使 还 未 被 法 院 
所 发 觉 ,但 仍然 是 徘 恶 的 ”， 希 尔 伯 特 [1928] 反 驱 说 ， 要 想 从 数学 
家 手中 取 走 了 排 中 律 ， 这 就 类 似 于 想 夺 去 天 文学 家 的 望远镜 或 禁 


1) 这 时 ,公理 亦 算 在 定理 之 内 一 一 俄 译注 。 
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止 源 击 家 使 用 源头 一 样 25， . 

根据 布 劳 维 ({1928] ) 与 海 丁 ([1931 一 2,1934), 在 直觉 主义 者 
与 形式 主义 者 之 间 的 和 解 是 可 能 的 ,条 件 是 (例如 冯 诺 曼 [1931 一 
2]) 形式 主义 者 不 把 非 直觉 主义 的 古典 数学 给 以 实质 的 意义 或 内 
容 , 由 于 这 是 以 无 矛盾 性 证 明 作 论证 的 . 布 劳 维 说 ,这 样 的 一 种 论 
证 “含有 一 种 恶性 循环 , 因为 这 个 论证 必须 依靠 下 列 命题 的 (内容 
上 的 ) 正 确 性 , 即 由 一 句子 的 无 矛盾 性 可 以 推出 它 的 正确 , 即 是 说 ， 
依靠 于 排 中 律 的 (内 容 上 的 ) 正 确 性 ”, 而 这 正 是 形式 数学 中 需要 论 
证 的 一 部 分 . 

对 形式 主义 立场 来 说 , 难点 就 在 于 : 既然 已 狗 成 直觉 主义 的 
说 法 ,说 非 直 觉 主义 的 古典 数学 的 定理 是 缺乏 真实 意义 的 因而 不 
能 说 是 真 的 ， 那 又 怎样 说 明 非 直觉 主义 的 古典 数学 为 什么 是 有 意 
义 的 呢 ? 

古典 数学 之 构成 一 理论 与 直觉 主义 教学 具有 完全 不 同 的 意 
义 。 希 尔 伯 特 [1928] 说 ,“ 一 般 说 来 绝对 不 可 能 要 求 每 个 公式 本 身 
是 可 以 孤独 地 解释 的 .”。 在 理论 物理 中 “只 有 一 些 物理 定律 的 
组 合 或 推论 才能 够 被 实验 所 证 实 , 一 一 同样 在 我 的 证 明 论 中 ,只 有 
那些 真实 陈述 句子 才 是 能 够 直接 检验 的 ”. 

古典 数学 中 的 任何 一 个 理论 可 以 看 作 是 一 个 简单 的 及 精彩 的 
体系 化 模式 ,有 好 些 (看 来 ) 真 的 真实 陈述 名 ,本 来 好 像 是 乌 合 的 无 
联系 的 甚至 于 预先 不 知道 的 ， 在 这 理论 中 便 可 以 作为 一 些 理 想 定 
理 的 后 承 了 (参见 汉 诸 紧 [1947] , 爱 因 斯 坦 〈Einstein) [1944]，Pp. 
288). 

解析 数论 的 例子 可 以 说 明 由 一 些 解析 学 的 定理 〈 人 缺乏 直觉 主 
义 者 所 可 接受 的 意义 的 ) 经 常 可 以 推出 具有 直觉 主义 的 意义 的 数 


1) 所 引 的 一 段 话 很 难说 是 对 布 劳 维 所 给 出 的 原则 上 无 情 的 批评 而 作 的 严正 的 抗 
议 .这 样 的 抗议 对 希 尔 伯 特 说 来 可 能 是 信服 的 ,对 布 劳 维 则 不 然 , 但 在 同一 论文 
中 希 尔 伯 特 给 出 另 一 个 严正 的 理由 ， 例 如 ;不 是 排 中 律 而 是 难 容忍 的 无 意义 的 概 
念 形成 法 应 对 集 论 中 悖 论 的 出 现 负责 。 又 他 的 “公式 游戏 ” 可 有 助 于 “我 们 思考 
技术 ”的 研究 ,参见 希 尔 伯 特 < 几何 基础 > 1948>pp，382 一 383 一 一 俄 译注 。 
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论 定理 ,而 对 此 或 者 还 找 不 出 非 解析 的 证 明 , 或 者 即使 有 也 是 非常 
复杂 的 . 

在 这 意义 之 下 ,一 个 理论 要 有 价值 ,必须 其 中 所 包含 的 真实 陈 
述 句 是 真 的 对 这 点 ,以 前 数学 家 总 认为 可 由 定理 (我 们 现在 认为 
是 理想 名 的 那些 定理 ) 的 真确 性 来 保证 ， 现在 我 们 却 希望 靠 无 巴 
盾 性 的 证 明 来 保证 . 

略 作为 一 个 简单 的 推移 ,我 们 便 可 以 得 到 更 高 层 的 理论 化 , 它 
只 间接 地 与 原来 那 一 层 中 的 真实 命题 的 系统 化 发 生 联系 ， 而 它 主 
要 的 是 与 中 间 各 层 的 理想 命题 的 系统 化 发 生 联系 ， 因 此 我 们 很 想 
发 生 ， 在 相继 地 作出 更 高 层 的 理论 结构 中 是 否 的 确 能 增加 原来 屠 
种 的 真实 命题 呢 ， 是 否 的 确 对 原 有 命题 的 证 明 有 本 质 上 的 简化 呢 
(参见 $42 末 ). . 

对 系统 化 某 一 种 给 定 的 真实 真理 来 说 ， 要 用 多 人 么 高 层 的 理论 
结构 才 可 以 ? 这 是 可 以 争论 的 ,例如 ,要 用 古典 解析 学 来 系统 化 数 
论 的 真理 ,其 正确 性 可 以 得 到 辩解 四 ? 从 历史 上 来 说 ,解析 数论 只 
是 一 个 副产品 ,古典 解析 学 的 实际 推动 力 在 于 科学 ,包括 物理 应 用 
中 的 几何 学 ， 

希 尔 伯 特 与 伯 尔 奈 斯 [1934] 强 调 说 ,在 科学 中 “我 们 要 做 的 … 
主要 在 于 下 列 那 些 理论 ,它们 并 不 把 事情 的 实际 状态 全 部 复制 出 
来 ,而 只 是 表示 对 事情 状态 作 一 个 简化 了 的 理想 化 (它们 的 意义 也 
在 于 此 )”(pp. 2 一 3)。 解析 学 可 用 于 “观念 形成 ”, 从 而 可 用 以 表示 
上 述 那 些 理论 , 或 者 可 用 模型 法 而 把 那些 理论 化 归于 它 。 解析 学 
的 无 节 盾 性 证 明 可 以 使 我 们 保证 了 对 这 些 再 论 中 所 作 的 理想 化 的 
无 矛盾 性 (p. 19)， : 

外 尔 ([1926， 1928。1931]) 指 出 ,在 理论 物理 中 ， 与 实验 相 协 
调 的 并 不 是 单个 的 陈述 句 而 是 整个 理论 体系 . 这 里 所 取得 的 并 非 
对 所 给 的 资料 作 真确 的 描述 ,而 是 对 世界 作 一 个 理论 的 、 纯 粹 符号 
的 构造 (他 还 说 我 们 的 理论 兴趣 并 不 限于 ,甚至 于 主要 地 并 不 在 于 
“真实 陈述 句 ” ,例如 ,这 指针 符合 于 刻度 ,而 是 在 于 理想 的 假设 , 例 
如 假设 电子 是 通用 的 电 的 量子 )。 远 远 超出 直接 实验 的 范围 的 世 
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界 理论 构造 有 什么 “真理 ' 或 客观 性 呢 。 这 是 一 个 很 深 的 哲学 问 
题 . 这 问题 与 下 列 问 题 有 密切 关系 : 根据 什么 使 我 们 选 出 某 个 公 
理 系统 作为 基础 呢 ? 关于 这 点 无 矛盾 性 只 是 一 个 必要 的 论据 而 非 
充分 的 论据 。 当 只 是 就 数学 本 身 而 立论 时 , 他 可 能 和 布 劳 维 一 样 
只 限于 直觉 真理 ; 因为 他 找 不 到 承认 更 多 的 东西 的 理由 ， 但 当 讨 
论 世 界 的 理论 构造 和 物理 学 融 结 在 一 起 时 ， 他 便 站 在 希 尔 伯 特 的 
一 边 了 . 

要 对 形式 主义 观点 作 裁 决 ， 那 就 部 分 地 将 依靠 于 他 们 提出 的 
规划 的 成 果 。 这 个 规划 要 求 发 展 一 个 “元 数学 ”, 在 其 中 特别 地 要 
建立 古典 数学 的 元 矛盾 性 . 

我 们 预先 指出 ,元 数学 可 以 供给 一 个 严格 的 数学 技巧 ,用 以 探 
究 关 于 数学 和 逻辑 的 一 大 堆 基 础 问题 ， 无 矛盾 性 问题 只 是 其 中 之 
一 .例如 ,现在 便 已 应 用 元 数学 的 方法 来 讨论 由 于 有 还 辑 主义 派 `\ 直 
觉 主义 派 力 至 希 尔 伯 特 派 所 引起 的 数学 系统 化 的 研究 .《〈 反 之 ,元 
数学 的 产生 也 应 归功 于 逻辑 主义 及 直觉 主义 的 研究 . ) 本 节 的 其 余 
部 分 ,并 不 在 于 得 到 一 个 裁决 ,用 以 支持 或 否认 任何 说 法 的 形式 主 
义 的 观点 ;我 们 的 目的 只 在 于 看 看 元 数学 的 方法 究 竞 是 什么 ,由 于 
研究 它 而 发 现 了 一 些 什么 东西 ， 


$ 15. 一 理论 的 形式 体系 化 


我 们 现在 便 要 开始 一 个 规划 ， 把 数学 理论 本 身 来 作为 精确 的 
数学 研究 的 对 象 ， 在 数学 理论 中 ,我们 研究 一 些 数学 客体 的 体系 。 
然则 数学 理论 本 身 怎 能 够 作为 数学 研究 的 客体 昵 ? 

数学 活动 的 结果 体现 于 一 些 命题 中 ， 即 该 数学 理论 的 断定 命 
题 或 定理 .。 我 们 不 能 够 希望 精确 地 研究 存在 于 数学 家 心中 的 东 
西 ,但 我 们 却 能 够 考虑 这 些 命题 的 系统 . 

这 些 命题 的 系 绕 必须 完全 明显 . 这 些 命 大 是 不 能 够 全 者 都 写 
出 的 ,但 我 们 必须 对 这 理论 的 研究 者 说 出 所 有 的 条 件 ,由 这 些 条 件 
就 可 以 决定 什么 命题 是 在 这 理论 中 成 立 的 。 
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第 一 步 ,这 理论 中 的 命题 必须 演绎 地 排列 ,由 其 中 一 些 命题 可 
以 运 辑 地 推出 其 它 命题 的 ,前 者 便 可 上 明 指 为 公理 (或 公设 ). 

只 有 当 这 理论 中 与 定理 推演 有 关 的 无 定义 名 词 或 技术 名 词 的 
一 切 主要 的 性 质 ,都 已 经 用 公理 表示 出 来 了 的 时 候 ,这 个 第 一 步 才 
完结 . 这 样 便 可 以 实行 推演 而 把 技术 名 词 当 作 没有 意义 的 字 了 。 
因为 ,如 果 说 除却 由 管制 技术 名 词 的 公理 所 能 推出 的 性 质 以 外 , 技 
术 名 词 还 有 一 些 意义 是 推演 定理 时 所 必须 的 ， 这 便 等 于 说 并 不 是 
所 有 技术 名 词 的 与 推广 有 关 的 性 质 都 已 被 公理 表示 出 来 了 ， 当 技 
术 名 词 的 意义 可 以 舍 去 不 计时 ， 我 们 便 达 到 形式 公理 学 的 观点 了 
(58). - 

这 些 技术 名 词 还 有 其 文法 特性 ,它们 或 为 名 词 , 或 为 形容 词 动 
词 等 等 。 此 外 还 有 一 些 寻 常 名 词 或 逻辑 名 词 , 它们 的 意义 是 在 推 
演 过 程 中 使 用 的 .的 确 ,形式 公理 化 到 哪 一 点 为 止 这 是 任意 的 , 因 
为 形式 名 词 与 寻常 名 词 的 区 分 并 没有 一 个 绝对 的 根据 . 

无 论 如 何 ,就 明显 表 出 所 有 条 件 (它们 决定 什么 命题 在 该 理论 
中 成 立 的 ) 这 点 来 说 ,我 们 仍 没有 达到 目的 ， 因 为 我 们 还 没有 明白 
指出 在 推演 中 所 必须 使 用 的 逻辑 原则 ， 这 些 原则 并 不 是 每 种 理论 
都 是 一 样 的 ,这 点 我 们 现在 已 经 很 知道 了 ($13). 

为 了 要 把 这 些 原则 明显 表示 出 ， 便 需要 对 上 一 步 台 补 充 以 第 
二 步 , 上 一 步骤 是 对 所 谓 技术 名 词 意义 中 非 文法 部 分 而 做 的 。 现 
在 所 有 一 切 字 的 所 有 意义 都 舍弃 不 计 了 ， 它 们 在 理论 之 中 被 使 用 
时 所 须 服从 的 一 切 条 件 都 明显 写 出 了 ,以 前 通过 寻常 名 词 的 意义 
而 暗中 引进 来 的 逻辑 原则 现在 则 一 部 分 代 以 新 的 公理 而 另 一 部 分 
代 以 规则 ,这 些 规则 允许 由 一 个 句子 或 一 些 句 子 而 推出 另 一 句子 . 
因为 我 们 已 经 完全 把 内 容 或 实质 抽象 控 了 ,只 留 下 形式 ,因此 我 们 
说 原来 的 理论 已 经 形式 体系 化 了 ， 在 这 个 结构 中 ,该 理论 不 再 是 
一 些 有 意义 的 命题 的 体系 ,而 只 是 一 些 句子 的 体系 ,句子 只 是 一 些 
字 的 序列 , 字 只 是 一 些 字母 的 序列 ， 我 们 只 靠 形式 而 指出 怎样 的 
安 的 组 合 叫 估 外 ， 那 此 名 是 公 昼 ， 那 此 句子 是 其 他 句子 的 直接 后 
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这 样 的 形式 体系 化 是 否 可 能 ? 一 个 理论 能 够 形式 体系 化 到 怎 
样 的 程度 ? 这 只 有 在 我 们 尝试 作 形式 体系 化 而 且 研究 其 结果 后 才 
能 知道 (参见 5329, $42, $60, $72). 

数学 理论 至 少 可 以 作 极 大 的 形式 体系 化 这 一 发 现 ， 是 人 类 的 
长 期 理智 历史 的 结晶 . 

依照 古代 希腊 传说 、 数 学 中 公理 -推广 方法 是 由 毕 达 哥 拉 斯 
(公元 前 六 世纪 ) 发 现 ,而 由 欧 几 里 得 (公元 前 365? 一 275?) 流传 下 
来 的 ,他 的 报 几何 原本 据说 是 圣经) 以 外 流传 最 广 的 一 书 ?， 欧 
几 里 得 并 没有 能 够 把 在 推演 定理 中 所 需要 的 一 切 公 设 都 明显 写 
出 .这 些 公设 在 现代 已 经 给 以 补充 了 ,例如 ,关于 点 在 直线 上 的 次 
序 的 公设 ,是 由 帕 舒 (Pasch) [1882] 提出 的 ， 

对 逻辑 的 形式 处 理 , 即 把 句子 的 演绎 推理 只 依 其 形式 而 描述 ， 
这 是 由 亚 里 土 多 德 (公元 前 384 一 322) 发 现 的 。 现代 对 它 也 有 所 
政 进 . . 
当 我 们 对 数学 理论 作 形 式 体系 化 时 我 们 使 用 这 两 个 发 现 ， 要 
完全 严格 地 做 到 这 点 ,实践 上 还 必须 用 特别 的 符号 语言 来 重新 构 
造 所 考察 的 理论 , 即 把 它 符号 化 ， 我 们 并 不 对 用 自然 的 语言 例如 
希腊 语 或 英语 等 所 写 的 理论 施行 上 述 两 步骤 ， 我 们 却 特别 地 为 这 
个 理论 而 造 一 个 新 的 符号 语言 . 自然 的 语言 按 其 结构 说 太 繁杂 
了 , 太 不 规则 了 , 而 其 用 法 也 太 含 泥 了 . (在 符号 语言 中 经 常用 符 
号 代表 一 整个 字 而 非 代 表 字 母 ; 相 应 于 句子 的 符号 序列 则 叫做 “ 公 
式 ? :i 

这 个 新 语言 具有 数学 中 符号 体系 的 一 般 特 征 ， 在 代数 中 我 们 
的 推演 ,例如 , 对 方程 式 所 作 的 形式 处 理 , 如 果 在 寻常 语言 中 来 施 
行 那 将 是 过 于 烦 难 的 ,后 者 正 是 在 韦 达 〈Vieta) (1591) 等 人 发 明 
现代 代数 记 法 以 前 所 用 的 。 我 们 发 现 了 简单 的 符号 记 法 , 使 得 这 
些 符号 可 以 依照 形式 规则 而 处 理 ， 这 是 现代 数学 能 够 强 有 力 地 前 
进 的 办 法 之 一 。 但 是 , 在 寻常 的 数学 实践 中 却 只 是 部 分 符号 化 及 


1》 作者 未 兽 计 及 我 国 的 加 书 、 五 经 等 履 作 一 译 者 注 。 
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部 分 形式 化 ,因为 叙述 句 中 一 部 分 仍然 用 字 来 表示 ,而 推理 中 仍然 
有 一 部 分 是 根据 字 的 意思 而 不 是 根据 形式 规则 的 . 

自从 莱 布 尼 北 ([1666]) 提 出 他 的 通用 文字 的 想法 以 后 , 在 德 
英 千 (De Morgan) ([1847,1864]) 布尔 (Boole)([1847, 1854])， 
皮尔 斯 (Peirce) ([1867,1880]), 施 累 灯 (Schrsder) ({1877,1890 一 
1905]) 等 人 之 下 ,形式 逻辑 借助 于 数学 的 技巧 , 亦 作 出 了 符号 的 处 
理 . 

这 些 研究 的 发 展 最 后 汇 成 为 严格 意义 下 数学 一 部 分 的 形式 体 
系 化 ,如 弗 雷 格 ([1893,1903]) 皮 亚 诺 ([1894 一 1908]) 及 怀特 黑 与 
罗素 ([1910 一 13]) 等 所 作 的 (上 面 所 描述 的 把 一 理论 明显 起 来 的 
方法 通常 叫做 逻辑 主义 《logistic) 方法 ). 

希 尔 伯 特 的 贡献 有 : 第 一 ,强调 一 理论 的 严格 形式 化 ,包括 把 
意义 完全 使 象 掉 , 其 结果 便 称 为 一 形式 系统 或 形式 体系 ?3《 有 了 时 也 
做 形式 理论 或 形式 数学 ); 第 二 , 他 把 整个 形式 体系 当 作 数学 研究 
的 对 象 ,这 种 数学 研究 就 叫 元 数学 或 证 明 论 . 

元 数学 包括 形式 体系 的 描述 或 定义 ， 以 及 关于 形式 体系 的 性 
质 的 研究 。 当 处 理 一 个 特殊 的 形式 体系 时 , 这 形式 体系 可 叫做 对 
象 理论 ,而 关于 它 的 元 数学 可 叫做 它 的 元 理论 . 

从 元 理论 的 观点 看 来 ， 对 象 理论 并 不 是 通常 我 们 所 理解 的 那 
一 种 理论 ,而 只 是 一 个 没有 意义 的 客体 的 体系 ,正如 下 棋 时 棋子 的 
位 置 那样 , 这 些 客 体 接受 机 械 的 处 理 正如 棋子 的 移动 一 样 。 对 象 
理论 是 当 作 符 号 体系 以 及 由 符号 所 造成 的 客体 的 体系 而 被 描述 及 
研究 ， 符号 只 是 简单 地 当 作 不 同 种 类 的 可 识别 的 客体 2. 为 确定 
起 见 ,可 把 它们 具体 地 当 作 纸 上 的 标志 , 或 更 准确 些 , 根据 把 符号 
看 作 纸 上 的 标志 这 种 经 验 作 抽 象 而 得 的 。〔 证 明 论 必须 有 某 种 程 
度 的 抽象 ,因为 它 假设 可 以 作出 任意 长 的 符号 序列 ,虽然 全 世界 上 
的 纸 及 墨水 都 是 有 限 的 .) 对 于 这 系统 内 其 它 的 客体 则 只 依照 它们 

1) 原文 为 formalism， 在 这 里 不 能 译 为 “形式 主义 ”， 否则 便 和 数理 暂 学 上 的 一 个 


流派 相 混 了 一 一 译 者 注 ， 
27 即 其 中 任何 两 个 均 可 认 出 其 相同 或 不 同一 一 俄 译注 。 
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由 符号 而 组 成 的 方式 来 分 析 ?.， 依照 定义 ,作为 元 数学 研究 对 象 的 
形式 体系 它 所 应 有 的 性 质 便 尽 于 此 了 . 

元 理论 是 直觉 的 及 非 形式 的 数学 之 一 种 《除非 该 元 理论 本 身 

又 被 元 元 理论 所 有 形式 化 ,这 点 我 们 这 里 不 予 讨论 ). 元 理论 将 由 寻 
常 语言 而 表示 ,根据 需要 亦 可 引入 数学 符号 ,例如 元 数学 的 变 元 等 
等 。 元 理论 的 断言 必须 能 够 被 理解 ， 其 推演 必须 被 确信 .它们 
(推广 ) 必 须 依照 直觉 的 推理 而 进行 ， 而 不 是 像 形式 理论 中 的 推演 
那样 ,是 根据 一 些 用 符号 表示 的 规则 而 进行 的 。 为 了 把 对 象 理论 
形式 化 我 们 必须 用 符号 表示 一 些 规则 ， 但 现在 我 们 必须 不 依靠 任 
何 规则 而 去 理解 各 个 规则 是 如 何 起 作用 的 。 对 于 定义 形式 数学 来 
说 ,直觉 数学 其 至 已 是 必需 的 了 . 
。 《这 点 理解 为 , 对 于 元 数学 的 推论 的 可 信 来 说 , 最 后 必须 靠 意 
义 以 及 显然 性 ,而 不 是 靠 任何 约定 的 规则 ， 当 然 在 实际 上 ,我 们 仍 
可 以 把 元 数学 的 结果 形式 化 为 一 些 定理 或 规则 ， 而 这 便 可 以 准 形 
式 地 用 以 简化 直觉 的 推理 ,这 是 非 形式 的 数学 的 一 般 过 程 。 有 时 
我 们 甚至 于 引用 形式 地 叙述 的 (直觉 ) 逻 辑 的 原则 ， 只 要 从 这 些 原 
则 的 形式 推导 可 以 指出 一 个 方法 ， 借 这 方法 就 可 以 非 形式 地 进行 
推理 .) 

在 元 理论 中 所 用 的 方法 将 只 限于 形式 主义 者 所 说 的 有 穷 性 方 
法 它 只 承认 使 用 直觉 上 可 能 的 客体 以 及 可 行 的 过 程 .《〈 德 文 fnit， 
英文 finitary 均 指 有 穷 性 ， 而 德 文 endlich, 英文 fnite 则 指 有 穷 
多 ) 任何 无 穷 集 都 不 能 当 作 完 备 的 整体 。， 有 关 存 在 的 证 明 至 少 也 
要 暗中 给 出 一 个 方法 用 以 构造 出 需要 证 明 其 存在 的 那个 客体 兴 见 
$13). 

对 于 和希 尔 伯 特 引 人 元 数学 的 目的 来 说 ,这 个 限制 是 必需 的 .一 


1) 对 此 可 参考 马尔 科 夫 A. A. MapkoB) [1951]《〈 第 5 节 到 第 15 节 ) 或 [1954] 
《第 一 章 ) 一 一 俄 译注 ， 

2》 这 种 观点 并 不 是 唯一 可 能 的 ,元 数学 《证明 论 ) 亦 可 以 当 作 一 种 有 内 容 的 数学 
科目 (例如 与 代数 或 拓扑 相似 )， 其 方法 不 必 受 任何 特殊 的 限制 (关于 这 点 参见 
下 面 所 论 ) 一 一 俄 译注 。 
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个 给 出 的 数学 理论 中 的 命题 可 能 没有 清楚 的 意义 ， 因 而 在 其 中 的 
推论 可 能 没有 毫 无 疑问 的 显然 性 。 当 把 该 理论 形式 化 后 , 该 理论 
的 发 展 便 化 归 为 形式 及 规则 了 . 这 时 关于 该 理论 中 的 陈述 句 由 什 
么 组 成 ,该 理论 中 的 证 明 是 什么 , 便 不 再 含混 了 。 于 是 到 底 形式 化 
于 其 中 的 方法 会 不 会 引起 矛盾 以 及 关于 这 些 方法 的 效果 等 的 问题 
便 应 在 元 理论 中 加 以 探讨 了 ， 而 所 用 的 方法 自 应 和 原来 理论 中 的 
不 同 ,不 应 再 引起 同样 的 怀疑 . 

有 穷 性 方法 便 是 在 直觉 主义 的 初等 数论 中 所 用 的 那 种 方法 . 
有 些 形式 主义 者 则 企图 把 它们 限制 得 更 效 〈 和 项 尔 伯 特 与 伯 尔 奈 斯 
[1934] ，p. 43 与 伯 尔 奈 斯 [1935 ,1938]). 

关于 这 点 ,以 后 我 们 再 讨论 ($81). 为 了 反对 直觉 主义 者 而 维 
护 古 典 数学 , 无 须 限制 得 比 直觉 主义 者 所 允许 的 更 效 。， 但 是 只 要 
它们 已 足够 , 自然 可 以 根据 严格 的 初等 方法 而 进行 。 所 有 在 $ 13 
中 所 列 出 的 直觉 主义 数论 推理 的 例子 ,我 们 都 当 作 是 有 穷 性 的 .我 
们 将 发 现 ,在 我 们 的 元 数学 的 探究 中 ,在 很 长 的 一 个 阶段 内 完全 初 
等 的 直觉 主义 方法 是 足够 的 .一 个 方法 是 否 被 元 数学 所 允许 其 最 
后 的 决定 当然 要 看 它 的 直觉 的 可 信和 性 . 

《有 些 作 者 把 “元 "一 字 加 到 一 语言 或 理论 去 ,只 要 它们 把 别 的 
语言 或 理论 作为 研究 的 对 象 ; 而 不 限于 用 有 穷 性 方法 。 这 时 也 党 
用 “语法 语言 ”一 字 以 区 别 于 “对 象 语言 "。 参见 卡 纳 普 [1934]; 又 
参见 537。 在 本 书 内 只 当 所 用 的 方法 是 有 穷 性 时 我 们 才 用 “元 ”一 
字 .) | 
i 在 元 数学 中 所 研究 的 形式 体系 (一 般 地 ) 是 这 样 选 择 ,使 得 它 
们 既 可 以 作为 我 们 多 多 少 少 地 已 经 熟悉 的 非 形式 数学 及 逻辑 的 模 
型 ,同时 它们 也 是 由 这 些 非 形式 数学 及 逻辑 作 形式 体系 化 而 得 的 ， 
当 把 一 个 给 定 的 形式 系统 考虑 为 一 个 非 形式 理论 的 形式 化 时 ， 对 
形式 体系 中 的 符号 、 公 式 等 所 想 给 的 意义 便 岂 做 该 形式 系统 ( 符 
号 、 公 式 等 ) 的 解释 , 换 句 话说 , 当 把 该 系统 考虑 作 该 非 形 式 理论 的 
模型 时 须 作 一 对 应 ， 而 所 谓 符号 或 公式 的 解释 便 是 指 在 该 对 应 中 
非 形 式 理论 内 的 客体 \ 命 题 等 等 . 和 | 
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如 果 一 个 公式 表示 古 奥数 学 中 的 理想 陈述 句 ($14) 那 末 其 解 
松 便 不 能 有 完全 的 直觉 (或 有 穷 性 ) 的 意义 ,而 只 能 是 在 古典 数学 
的 非 形式 (或 非 严格 形式 化 的 ) 的 发 展 中 古典 数学 家 所 想 的 那 种 意 
义 , 这 种 发 展 便 是 历史 上 所 发 生 的 以 及 现在 所 发 生 的 那 一 种 ,在 其 
中 各 过 程 并 没有 有 意识 地 照 证 明 论 的 严格 意义 来 形式 化 . 

解释 是 促使 元 数学 家 去 选择 依 定 义 引 入 的 某 个 特殊 的 形式 体 

系 的 原因 . 解释 可 以 引导 他 选择 他 所 研究 的 有 关 该 系统 的 问题 . 
甚至 于 还 可 以 使 他 获得 对 这 些 问题 的 带 有 关键 性 的 解决 方法 ， 只 
是 当 对 他 的 结果 作 最 后 陈述 及 证 明 时 ,他 (作为 一 个 元 数学 家 ) 才 
禁止 使 用 这 解释 。 | 

这 个 禁止 起 了 什么 限制 作用 呢 ? 元 数学 必须 把 形式 体系 当 作 
一 些 符号 的 体系 而 研究 , 这 些 符号 又 必须 完全 客观 地 处 理 。 这 便 
是 说 ,这 些 符号 本 身 必须 作为 最 终 的 客体 ,而 不 是 用 来 表示 别 的 什 
么 不 同 于 它们 本 身 的 东西 。 元 数学 家 看 到 的 就 是 它们 , 而 不 是 通 
过 它们 而 看 别 的 东西 ;因此 它们 是 没有 解释 也 没有 意义 的 客体 。 

在 研究 这 些 客体 时 , 元 数学 必须 有 自己 的 方法 与 工具 。 只 要 
是 有 穷 性 的 便 成 ， 例 如 ,元 数学 可 以 在 有 穷 性 方式 上 使 用 自然 数 . 

当 一 些 公式 具有 (在 元 数学 之 外 的 ) 有 穷 性 解释 时 ,很 可 能 在 元 数 
学 之 内 来 定义 这 些 形式 客体 的 某 个 性 质 ,使 等 价 于 (在 元 数学 之 外 
看 来 ) 这 些 公式 的 解释 。 因 此 有 穷 性 的 解释 便 又 从 后 门 引入 来 了 . 
但 无 论 如 何 ， 元 数学 不 能 处 理 古典 数学 中 的 理想 命题 的 任何 非 有 
穷 性 的 解释 ?。 . 

”为 了 要 使 得 我 们 充分 地 明白 ， 为 什么 我 们 对 于 所 讨论 的 形式 ， 
体系 发 生 兴 趣 ， 以 及 它们 如 何 地 可 以 作为 我 们 非 形式 地 已 经 熟悉 
的 数学 及 逻辑 的 某 些 部 分 的 形式 体系 化 ， 在 本 书 中 我 们 将 指出 可 
能 的 解释 , 并 引用 有 了 暗示 性 的 术语 , 例如 把 形式 推演 叫做 “证 明 ”， 
把 记号 & 叫做 “与 。 这 对 于 我 们 所 要 达到 的 全 部 的 目的 是 必需 
的 ,尽管 该 解释 是 超出 元 数学 本 身 以 外 的 。 

让 我 们 简要 地 重 述 一 遍 。 整个 说 来 , 有 三 个 分 开 的 及 不 同 的 

有) 参看 上 一 个 脚注 一 一 俄 译注 . 


® 68 。 


“理论 ”: (a) 非 形式 的 理论 ， 由 它 形式 化 以 后 便 得 到 一 形式 体系 ， 
(b) 形 式 体系 或 对 象 理论 , (ce) 元 理论 ,形式 体系 便 在 其 中 被 描述 并 
研究 ， | 

这 里 (bp) 既是 形式 的 , 便 不 是 一 般 意 义 之 下 的 理论 ， 而 只 是 一 
些 符号 及 由 符号 所 组 成 的 客体 的 体系 (组 成 法 由 (Cc) 规定 ), 但 它 却 
构成 了 (a) 的 一 个 约定 的 映 象 或 模型 ， 另 一 方面 ,(a) 及 (c) 都 是 非 
形式 的 ,都 没有 像 (b) 那 样 的 精确 地 决定 的 结构 ， 
| 因此 (c) 便 是 一 个 理论 ， 以 (b) 为 研究 对 象 , 它 只 研 究 (b) 而 不 
管 (a), 或 更 确切 地 说 , 它 不 管用 (a) 所 作 的 (b) 的 解释 ， 

此 外 ,Ce) 限 定 只 用 有 穷 性 方法 ， 一 般 说 来 , (a) 却 没有 这 种 限 
制 。 


第 -部 分 数理 逻辑 


第 四 章 形式 体系 
§16. 形 式 符 号 


现在 我 们 将 引入 一 个 特殊 的 形式 体系 ， 本 章 所 述 的 形式 体系 
将 为 其 后 四 章 及 以 后 若干 章 的 研究 对 象 。 这 系统 可 以 作为 古典 初 
等 数论 及 其 必需 的 逻辑 的 形式 化 ， 

在 建立 这 系统 时 , 我 们 参考 了 希 尔 伯 特 - 阿 克 曼 [1928] , 希 尔 
伯 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934,1939] ,至 钦 [1934-5] , 伯 尔 奈 斯 [1936] 等 人 
的 著作 及 一 些 间接 材料 . 

我 们 的 任务 有 两 个 不 同 的 方面 .第 一 , 形式 体系 本 身 必须 用 
有 穷 性 方式 来 描述 及 探究 ， 而 无 须 用 到 该 体系 的 解释 ， 这 便 是 元 
数学 ， 其 次 ,必须 对 该 体系 有 一 个 解释 , 根据 该 解释 , 该 体系 便 成 
为 数论 的 形式 化 . 

如 果 想 强调 第 二 个 方面 , 可 用 下 列 方法 . 先 分 析 现 存 的 非 形 
式 的 数学 , 选 出 并 确定 其 基本 概念 , 基本 公设 及 推演 关系 , 而 这 样 
最 终 便 达 到 一 个 形式 体系 ， 

但 这 里 我 们 却 先 要 强调 第 一 个 方面 ,形式 体系 的 整个 结构 立 
刻 就 引进 来 了 ,并 进而 作 元 数学 的 探究 , 只 在 很 偶然 的 情况 下 , 才 
注意 到 它 的 解释 ， 我 们 要 求 读者 注意 形式 体系 是 什么 , 它 是 如 何 
被 探究 的 ， 至 于 该 特殊 体系 的 解释 及 挑选 它 的 理由 便 将 随 我 们 的 
往 前 阐述 而 逐渐 清楚 . 

建立 形式 体系 的 第 一 步 是 列 出 形式 符号 。 在 结构 上 , 形式 符 
号 表 与 通常 语言 的 字母 表 相似 ,不 过 在 解释 之 下 ,这 些 符号 有 许多 
是 对 应 于 一 字 或 一 名 而 非 对 应 于 单独 的 字母 的 ， 下 面 便 是 形式 符 
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号 表 . 
逻辑 符号 ;， 刁 (将 涵 )，& (与 )，V (或 )， 一 《 非 ), V (对 所 有 
的 ),3( 至 少 有 一 )， 谓 词 符号 : 一 (等 于 )。 函数 符号 ;十 (加 ),… 
〈 乘 ),《〈 后 继 者 ). 个体 符号 : 0( 零 )， 变 元 : a, 6, c, ….。 括 号 : 
(,). 

括号 中 所 附注 的 字 可 用 作 这 些 符 号 的 读 名 ， 亦 可 用 以 初步 地 
暗示 其 解释 ,例如 ,可 把 那些 逻辑 符号 解释 为 “逻辑 常 项 ， 变 元 解 
释 为 历经 自然 数 而 变 的 .我 们 假设 这 些 变 元 有 一 个 无 穷 表 列 或 无 
穷 枚 举 ( 洪 伏 的 ,参见 $ 13). 

重 说 一 遍 , 这 些 解释 对 形式 体系 的 描述 而 言 是 毫 不 相干 的 .我 
们 进行 处 理 时 必须 把 形式 符号 只 当 作 一 些 标志 而 不 当 作 通常 的 符 
号 , 即 不 当 作 用 以 暗 指 或 表示 某 些 东西 的 那 种 符号 ， 我 们 只 假定 ， 
每 当 一 些 形式 符号 出 现时 可 以 认 出 哪些 是 相同 的 有 形式 符号 ， 哪 些 
是 不 同 的 形式 符号 。 就 变 元 情形 而 言 , 我 们 还 须 认 出 它们 确 是 变 
元 符号 . 

形式 符号 是 第 一 种 形式 客体 。 由 这 可 以 引出 第 二 种 客体 , 即 
由 有 限 个 (有 限 次 出 现 的 ) 形式 符号 而 组 成 的 序列 ,这 将 叫做 形式 
表达 式 . 这 里 用 “出 现 ” 一 字 是 指 (构成 序列 时 的 ) 项 ,并 强调 指出 
不 同 的 项 可 以 是 同一 的 符号 〈 这 与 我 们 以 前 对 “序列 一 语 的 用 法 
是 一 致 的 , 参见 $ 1, $ 2)， 形式 表达 式 包括 那些 只 由 一 个 (一 次 出 
现 的) 形式 符号 组 成 的 表达 式 。 除非 特别 声明 , 不 然 空 序列 (没有 
项 的 ) 是 不 当 作 形式 表达 式 的 .例如 , 0,《a) 二 (8),(a) 一 (0) 及 
((《0Y00 一 都 是 形式 表达 式 . 最 后 一 式 含 有 七 个 (七 次 出 现 的 ) 符 
号 , 即 它 有 七 项 ;其 中 第 三 ,第 五 \ 第 六 (次 出 现 的 ) 符 号 部 是 一 个 0 
(的 出 现 ); 其 中 出 现 的 不 同 符号 是 (, 0, V， 一 。 在 结构 上 说 , 形 
式 表 达 式 类 似 于 语言 中 的 字 ; 但 在 解释 之 下 ,它们 有 些 却 对 应 于 整 
个 句子 ,例如 ,(a) 一 (0), 有 些 则 是 没有 意义 的 ,例如 (《(0V00 一 。 
这 里 ,不 要 因 我 们 的 用 语 而 忘记 了 下 列 事实 , 即 就 形式 体系 本 身 而 
言 ,表达 式 并 不 表示 什么 ,只 是 一 些 可 认识 的 可 区 别 的 客体 而 已 ， 

作为 第 三 种 形式 客体 ,我 们 还 用 到 有 限 个 (有限 次 出 现 的 ) 形 
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式 表达 式 所 组 成 的 序列 . 

在 讨论 形式 客体 时 ， 我 们 经 常 不 直接 表 出 它们 而 把 它们 用 特 
地 引信 的 字母 来 代表 ( 即 指定 denote) 或 用 包含 有 已 经 这 样 地 引信 
的 字母 的 表达 式 来 代表 .例如 , 字母 “s” 可 代表 形式 表达 式 (a) 十 
( 刀 ), 而 “A” 可 用 以 代表 (a) = 0。 其 余 的 例子 下 文 即 见 ， 

这 样 地 使 用 的 字母 或 表达 式 可 不 是 形式 符号 或 形式 表达 式 ， 
而 是 非 形式 的 或 元 数学 的 符号 及 表达 式 ， 它 们 是 作为 形式 客体 的 
名 称 的 . 和 通常 符号 体系 的 非 形式 使 用 法 相 比 较 , 这 里 有 一 个 新 
特点 ， 即 它们 所 命名 的 客体 ， 本 身 仍 是 符号 或 由 符号 所 组 成 的 窜 
体 ， 因 此 ,我 们 要 区 别 两 类 符号 体系 : 形式 符号 体系 , 那 是 我 们 要 
谈论 的 , 直觉 的 或 元 数学 的 符号 体系 , 那 是 用 来 谈论 别 的 符号 的 ， 
为 了 使 事情 直 捷 明 上 酸 ， 我 们 就 这 两 个 不 同 的 目的 而 用 不 同型 的 符 
号 (前 者 用 a, 8,t, x, A, BB 等 ,后 者 用 a,b,t, x, A,B 等 ). 

用 符号 及 表达 式 来 命名 我 们 所 谈论 的 客体 ， 这 点 不 应 看 作 是 
新 鲜 的 ;我 们 日 常 构 造 一 个 句子 来 谈论 一 客体 时 便 用 到 这 方法 了 . 
新 奇 点 无 宁 在 于 ,在 元 数学 中 所 使 用 的 是 另 一 过 程 , 即 把 客体 本 身 
也 就 是 客体 的 样品 直接 放 人 句子 中 。 虽 则 这 破坏 了 通常 的 文法 规 
则 ,但 当 我 们 处 理 元 数学 时 ,这 却 不 会 引起 混乱 的 .因为 在 元 数学 
中 ,我们 必须 把 形式 符号 当 作 是 无 意义 的 ,因此 形式 客体 不 能 作为 
别 的 客体 的 名 字 , 因 此 一 句子 如 果 含 有 形式 客体 的 样品 时 , 这 句子 
只 能 是 谈论 该 客体 本 身 的 . 

这 些 说 明 对 我 们 的 元 数学 亦 可 以 适用 . 在 一 些 偶 然 的 段落 
中 ;有 关于 解释 的 并 且 已 给 读者 标明 有 这 种 字样 的 ,我 们 可 以 给 形 
式 符 号 以 非 形式 的 身份 ,把 它们 当 作 有 意义 的 . 

对 形式 表达 式 作 元 数学 的 研究 时 ,我 们 将 使 用 上 毗连 运算 ,把 两 
个 或 多 个 形式 符号 的 序列 相继 地 连结 起 来 而 作成 一 个 新 序列 . 例 
如 下 两 个 形式 表达 式 ( 《0V 00 一 与 (a) 十 (0 依次 毗连 便 得 一 新 
的 形式 表达 式 《(0Y00 一 (@) 十 (8); 而 下 列 七 个 形式 表达 式 
(《,(a) 十 (6),),， ,《,(c)',) 依次 紫 连 便 得 到 一 个 新 形式 表达 式 
(a) + (8)) : ((e)), 
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如 果 一 些 需 作 毗 连 的 形式 表达 式 是 被 元 数学 的 字母 或 表达 式 
所 代表 ,那么 在 写 毗 连 的 结果 式 时 ,这 些 字 母 或 表达 式 就 可 用 来 代 
替 它 们 所 代表 的 那些 形式 表达 式 了 .例如 ,如果 字母 “代表 某 形 
式 表达 式 , 则 把 下 询 七 个 形式 表达 式 (,s,),* ,《,《e)',) 作 陛 连 的 
结果 便 可 写 为 “Cs).((c))”。 这 里 ,“(s).*《(e)')” 是 一 个 元 数学 
表达 式 ， 它 代表 一 个 形式 表达 式 ， 所 代表 的 形式 表达 式 当 然 视 字 
母 "s 代表 什么 形式 表达 式 而 定 ， 在 特例 ,如 果 s 是 (a) 十 (6), 则 
(s)。((e)') 便 是 ((@a) 十 (8))*((e)). 


$17. 形 成 规则 


现在 我 们 定义 形式 表达 式 的 一 些 子 类 ， 我 们 所 用 的 定义 和 文 
法 中 的 语法 规则 相似 . 

首先 我 们 定义 项’ , 它 与 文法 中 的 名 词 相似 .在 本 体系 中 ,项 
都 是 代表 自然 数 的 ， 它 们 或 画 定 或 可 变 的 ,该 定义 的 表述 将 借助 
于 元 数学 变 元 “s” 与 “v， 以 及 上 面 所 述 的 楷 连 运算 ， 它 具 有 归纳 
定义 的 形式 ， 这 使 我 们 能 够 从 项 的 一 些 已 知 例子 而 得 到 更 多 的 例 
子 . 

1. 0 是 项 ，2. 变 元 是 项 ，3. 一 5. 如 果 * 与 + 为 项 ， 则 (s) 十 
(tb,(s) (bg 与 (s) 亦 为 项 ，6. 只 有 由 1 一 5 所 给 的 才 是 项 . 

例 1 由 1 与 2,0, a,6 与 c 为 项 ， 所 以 由 5, 《0) 与 (e》 
为 项 ,再 由 5,((0) 7 为 项 ;由 3,《《e)”) 十 (a) 为 项 . 

现在 我 们 定义 公式 ,它们 类 似 于 文法 中 的 (陈述 ) 句 子 。 

1. 如 果 * 与 z 为 项 , 则 (s) 一 (t) 为 公式 、2 一 5. 如 果 A 与 B 为 
公式 , 则 (A) 汪 (B),(A)&(B),(A)VY《B) 与 (A) 为 公式 .6 一 7. 如 
果 x 为 变 元 而 A 为 公式 ， 则 Vx(A) 及 3x(A) 为 公式 8. 只 有 由 
1 一 7 所 给 的 才 是 公式 . 

例 2 用 1 及 已 经 得 到 的 关于 项 的 例子 可 知 ， 中 =- (8) 及 
(((e)) 十 (@)) = ( 罗 ) 是 公式 ， 所 以 用 5 及 7 一 ((a) 一 (8)) 及 
3c((((e)) + (a)) = (8)) 是 公式 ， 最 后 , 应 用 2, 下列 亦 是 公 
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式 : 
(A) (3c(((()) + (ao) = 6))IH) = 6)). 

由 项 及 公式 的 归纳 定义 可 得 下 面 的 推论 ， 即 每 一 项 或 每 一 公 
式 都 可 以 由 0 及 变 元 出 发 ,经 过 一 系列 的 步骤 而 得 ,每 个 步骤 都 相 
应 于 这 些 定义 中 的 直接 句 ($ 6) ,这 步 又 叫做 该 句 的 应 用 . 

除了 应 用 项 的 定义 中 名 1 或 2 以 外 ,其 它 的 每 一 步骤 都 如 下 ， 
开 首 ,我 们 给 出 一 个 或 一 对 早已 得 出 的 表达 式 ,我 们 把 这 个 表达 式 
或 这 对 表达 式 的 每 一 个 都 加 上 括号 ， 并 把 下 列 十 种 形状 的 表达 式 
之 一 引进 来 . 

(B) D,&, V, 1, Vx, 3x, 一 ， 十 ,5 

这 里 x 为 变 元 。 这 十 种 形状 的 表达 式 可 以 叫做 运算 子 ， 特 别 
是 , 汪 , &,，V; 一 叫做 命题 联结 词 ， 而 呈 Vx 或 3x 形 的 运算 子 叫 
做 量词 ,Vx 为 全 称 量词 , 3x 为 存在 量词 ;这 六 个 叫做 逻辑 运算 子 ， 

该 表达 式 或 该 对 表达 式 叫 做 在 结果 的 表达 式 中 该 运算 子 的 连 
域 。 在 一 项 或 一 公式 的 整个 结构 过 程 的 每 一 步骤 中 , 都 以 一 个 显 
然 的 方式 把 一 表达 式 或 一 对 表达 式 的 各 部 分 与 结果 表达 式 各 部 分 
之 间作 了 对 应 ,因此 如 果 我 们 追究 这 个 过 程 , 那 末 我 们 不 但 能 够 对 
整个 项 或 整个 公式 最 后 引进 的 运算 子 指派 了 一 个 辖 域 。 甚 至 于 对 
该 项 或 该 公式 中 每 个 运算 子 都 指派 了 一 个 辖 域 . 

例 3 在 公式 (A) 中 ,第 一 次 出 现 的 运算 子 一 的 辖 域 是 
((e)7 十 (a) 及 第 一 次 出 现 的 8, 而 ae 的 辖 域 是 (((e)”) 十 (a)) 十 
(6). 

现在 我 们 指出 下 列 的 事实 ,其 严格 的 证 明 我 们 马上 便 讨论 到 . 
在 一 项 或 一 公式 中 ， 各 运算 子 的 糖 域 可 以 从 括号 的 配置 出 发 而 唯 
一 地 确定 。 换 句 话说 , 当 把 项 或 公式 作为 形式 符号 的 有 限 序列 而 
给 出 时 ,根据 括号 我 们 便 能 够 重新 发 现 ,如 何 依照 项 及 公式 的 归纳 
定义 而 构成 它 , 该 构成 的 一 切 重 要 细节 都 可 以 知道 . 

这 事实 的 严格 证 明 可 由 $7 例 2 的 引 理 2 再 加 和 人 下 列 的 引 理 
而 得 ,后 者 可 由 公式 的 归纳 定义 出 发 再 作 归 纳 证 明 而 得 。 

引 理 4 在 一 给 定 的 项 或 公式 中 ,对 括号 有 一 种 正常 配对 ( 括 
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号 共 ?m 个 ,= 个 左 括号 , "个 右 括号 ) 使 得 每 个 运算 子 的 辖 域 均 如 
下 出 现 . 

(a) 对 以 一 个 表达 式 为 连 域 的 运算 子 言 ,该 辖 域 直接 括 在 配对 
的 括号 之 内 ,而 运算 于 则 直接 在 这 对 括号 的 外 面 , 即 直接 在 左 括号 
的 左面 (对 一 , Vx, 3x 而 言 ) 或 直接 在 右 括号 的 右面 (对 ' 而 言 》. 

(b) 对 以 两 个 表达 式 为 辖 域 的 运算 子 言 ( 即 对 二 ，&，V， 一 ， 
十 。' 言 ), 每 个 表达 式 都 直接 好 括 在 配对 的 括号 之 内 ,而 运算 子 直 
接地 写 在 括 出 左 表达 式 那 一 对 括号 中 的 右 括号 的 后 面 ， 又 在 括 出 
右 表达 式 的 那 一 对 括号 中 的 左 括号 的 前 面 ， 

例 3 《 续 完 ) 详细 写 出 的 公式 (A) 有 22 个 括号 ， 依 引 理 4， 
这 22 个 括号 必 容 许 一 个 正常 的 配对 ,在 按照 项 与 公式 的 定义 而 构 
作 公式 的 过 程 中 必 可 发 现 它 , 并 且 它 将 指出 各 运算 子 的 辖 域 。 既 
知 它 有 一 个 正常 的 配对 , 依 引 理 2 这 配对 是 唯一 的 ,因而 便 可 以 依 
$ 7 的 算法 而 发 现 , 无 须 预先 知道 如 何 按照 项 与 公式 的 定义 来 构 作 
这 公式 .在 $7 之 末 我 们 的 确 这 样 做 了 ,在 那里 我 们 便 把 这 22 个 
括号 作 了 检查 , 并 没有 看 括号 内 的 符号 ， 把 整个 公式 (A) 中 出 现 
的 22 个 括号 的 配对 找 出 后 ,我 们 便 可 以 看 见 第 一 次 出 现 的 一 , 其 
连城 便 是 由 括号 ("), 所 括 的 表达 式 以 及 由 括号 (”) 所 括 的 表 这 
式 、 这 和 我 们 上 文 所 决定 的 辖 域 相符 、 同样 ,ae 的 辖 域 是 由 括号 

, ) 所 括 的 表达 式 . 

要 证 明 续 域 可 根据 括号 的 配置 而 找到 ， 这 是 无 需 用 到 $7 的 
引 理 3 的 ,但 要 讨论 一 项 或 一 公式 的 全 体 (或 部 分 ) 中 各 娇 域 时 ,该 
引 理 却 是 很 有 用 的 。 例 如 ,如 果 M, N, A 为 公式 ,而 A 只 是 (MD 
(N) 中 的 (连续 的 ) 一 部 分 而 非 全 体 时 ， 那 末 我 们 便 可 推论 说 , 这 部 
分 (或 每 个 这 样 的 部 分 ) 或 为 M 的 一 部 分 或 为 N 的 一 部 分 . 

在 给 出 项 与 公式 的 定义 时 ,我 们 使 用 括号 ,为 的 是 可 以 无 含混 
地 指出 辖 域 。 但 显然 , 若 照 这 定义 做 去 常常 引信 过 多 的 括号 , 起 
过 了 该 目的 所 严格 必需 的 ， 因 此 ,虽然 作出 了 上 述 的 定义 ,我们 却 
约定 ,在 写 出 项 或 公式 时 ,或 写 出 代表 它们 的 元 数学 表达 式 时 ,我 
们 省 去 过 多 的 括号 作为 一 种 缩写 


如 果 我 们 引用 代数 学 中 习 郊 的 约定 ， 如“a . 古 十 ec” 理解 为 
(a . 8) 二 e, 那 末 这 种 缩写 还 可 以 进一步 ， 我 们 说 十 的 秩 在 . 之 
前 ,并 依照 我 们 在 上 文 (B) 处 所 列 的 次 序 而 定 各 运算 子 的 秩 . 在 缩 
写 一 项 或 一 公式 时 所 省 去 的 括号 ,如 果 要 复原 起 来 ,我 们 可 以 一 步 
一 步 地 逐次 选择 一 个 在 表 (B) 中 出 现在 前 的 运算 子 ， 即 有 最 高 秩 
的 运算 子 ， 对 它 给 一 个 最 大 的 辖 域 ， 以 结果 仍 成 一 项 或 一 公式 为 
准 . 

我 们 并 不 经 常 依照 上 述 约定 而 尽 可 能 地 省 去 括号 ， 我 们 却 注 
意 到 最 方便 于 阅读 这 点 。( 为 此 ,我 们 有 时 也 把 珊 括 号 改 为 方 括号 
或 花 括 号 ，) 

例 4 要 把 “ADBVC&D” 的 括号 复原 , 我 们 依次 地 得 “A 
(BVC&D)”, “AIC((BVC)&D)”, “(A)ICB)V (C)) 8(D))Y. 
我 们 可 把 另行 写 出 的 公式 (A) 缩 写 为 ; 

(A’) 3c(ec’ + a= boDTa=b. 

另 一 种 缩写 在 于 引信 人 一 个 新 符号 ， 并 指出 如 何 把 包含 有 这 新 
符号 的 任 一 表达 式 翻 译 为 一 个 不 包含 它 的 表达 式 的 方法 . 例如 ， 
我 们 把 项 (0》, (C0》》, (CC0》》》，… 等 分 别 缩写 为 “1”, “2”， 
“3”，… 等 , 又 把 公式 一 ae 一 缩写 为 “a 关 加。 把 公式 3e(e' 十 
a = 从 缩写 为 “a 一 如， 因此 另行 写 出 的 公式 (A) 可 以 写 为 
(A”) a<~= boa=zb. 

关于 缩写 “ 关 “的 一 般 规 则 可 以 容许 我 们 把 一 * 一 : 缩写 为 “大 
也 ,只 要 与 + 为 项 便 成 。 编写 “一 ”的 一 般 规 则 可 以 容许 我 们 把 
3x(x' 十 s 一 +) 缩写 为 “s 二 广 , 只 要 x 为 变 元 而 * 与 + 为 不 含 x 的 
项 便 成 如果 引入 编写 时 是 省 去 变 元 的 ,例如 "一 ”的 情形 , 则 在 复 
原 时 究 竞 须 补 人 什么 变 元 便 会 带 来 随意 性 . 例如 ,在 把 “s 二 乌 复 
原 时 , 我 们 可 以 把 x 写成 * 与 所 不 含 的 任何 变 元 ， 这 种 随意 性 
是 无 关 重要 的 ,因为 不 管 我 们 选择 什么 样 的 容许 变 元 ,对 缩写 公式 
所 想 作 的 叙述 永远 是 成 立 的 . 

我 们 将 把 这 一 切 缩写 看 作 只 是 对 元 数学 所 作 的 说 明 (而 不 在 
元 数学 之 内 一 一 译 者 注 )， 这 样 做 对 于 我 们 的 目的 是 合适 的 ， 因 
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为 这 样 一 来 ,创立 形式 体系 的 那些 基本 定义 在 理论 上 更 加 简明 了 . 
因此 ， 关 于 体系 中 的 项 和 公式 的 元 数学 的 陈述 须 理解 为 指 的 是 依 
照 定义 而 写 的 未 缩写 的 表达 式 ， 尽 管 在 写 出 该 陈述 名 时 我 们 使 用 
了 各 种 缩写 ， 


$ 18. 自由 变 元 与 约束 变 元 


在 一 公式 A 中 ,一 变 元 x 的 某 个 出 现 叫做 约束 出 现 (或 作为 约 
束 变 元 而 出 现 ), 如 果 它 出 现 于 量词 Vx 或 3 反 中 ,或 出 现 于 ( 具 同 样 
x) 量 词 Vx 或 了 的 辖 域 之 中 ;否则 它 叫做 自由 出 现 (或 作为 自由 变 
元 而 出 现 ). 

例 1 在 3c(Ce' 十 a 一 5)>7a =6 中 ,a 的 两 次 出 现 ,6 的 
两 次 出 现 都 是 自由 的 , 而 e 的 两 次 出 现 都 是 约束 的 ， 在 3ac(ec' 十 
a 一 27a 一 8 十 ce 中 ,ec 的 前 两 次 出 现 是 约束 的 ,而 第 三 次 出 
现 是 自由 的 . 在 3c(3cle’ +a =D7Ta==6 十 c) 中 ,ce 的 各 
次 出 现 都 是 约束 的 . 

在 上 面 的 定义 中 , 如 果 把 “公式 A” 改 读 为 项??, 我 们 便 得 到 
一 项 t+ 中 一 变 元 x 的 任何 一 次 出 现 是 自由 的 〈 或 约束 的 一 一 译 者 
注 ) 的 定义 . 一 变 元 的 出 现 之 为 自由 或 约束 ,经 常 和 当时 它 的 出 现 
所 在 的 项 或 公式 有 关 . 
| 例 2 在 3c(3cle’ 十 a 二 8)7a=6b+c) 中 ,Cc 的 第 三 
次 出 现 ,如 果 当 作 在 e 本 身 之 中 或 在 e 之 中 或 在 ec 十 a 之 中 或 在 
c 十 qa 一 之 中 , 那 末 它 便 是 自由 的 ,如 果 当 作 在 3c(c 十 ae 一切 
之 中 或 在 ae(e' 十 a 一 6) 汪 >7a 一 6b 十 c 之 中 或 当 作 在 整个 式 
子 之 中 , 那 末 它 便 是 约束 的 . 

一 变 元 x 如 果 是 作为 自由 变 元 而 在 A 中 出 现 ( 简 称 自由 出 
现 ), 那 未 x 便 叫做 A 的 自由 变 元 , 而 A 叫做 把 x 当 作 自由 变 元 而 
包含 着 (简称 含 x 自由 或 含 自由 x); 约 束 变 元 准 此 . 

例 3 在 3cc 十 a 一 8)D7a=6b 十 c 中 , qa, 6,c 是 自 
由 变 元 ,唯一 的 约束 变 元 是 c。 


在 公式 A 中 变 元 x 的 某 次 约束 出 现 是 被 下 列 一 个 量词 所 约束 
着 的 , 即 被 管辖 它 的 , 且 具 最 小 的 辖 域 的 量词 vx 或 3x (同样 的 x) 
所 约束 着 的 (简单 地 说 便 是 ,管辖 它 的 且 在 最 内 部 的 量词 ) ,或 者 当 
它 本 身 便 在 量词 Vx 或 3x 中 出 现时 , 那 末 它 就 被 该 量词 所 约束 着 
了 (或 说 后 者 约束 它 ). 

例 4 在 3c(3ac(c' 二 a 一 有 Da 一 5 十 ce) 中 ,ec 的 第 一 
次 及 第 四 次 出 现 被 第 一 个 量词 3e 所 约束 ,而 ec 的 第 二 次 及 第 三 次 
出 现 被 第 二 个 量词 ac 所 约束 

当 依 照 项 与 公式 的 定义 而 作出 一 公式 时 ， 如 果 一 量词 的 引信 
第 一 次 把 一 变 元 的 出 现 从 自由 的 变 成 约束 的 ， 那 末 结 果 公式 中 该 
变 元 的 这 次 约束 出 现 便 被 该 量词 所 约束 (或 者 ,如 果 该 变 元 在 量词 
中 , 便 被 它 所 在 的 量词 所 约束 ). 

例 5 将 例 4 与 例 2 作 比 较 . 

关于 自由 与 约束 变 元 (有 时 叫做 真实 及 “ 魏 似 : 变 元 ) 的 解 
释 , 现在 可 以 作出 一 些 初步 附注 。 这 些 附注 当然 不 是 元 数学 的 一 
部 分 , 但 它们 却 可 以 帮助 我 们 去 掌握 元 数学 的 一 些 区 别 。 含有 自 
由 变 元 的 表达 式 , 是 代表 一 个 依赖 于 该 变 元 的 值 的 量 或 命题 。 含 
有 约束 变 元 的 表达 式 ， 是 代表 了 在 该 变 元 的 变 域 上 作 了 一 个 运算 
的 结果 。 我 们 的 约束 变 元 与 逻辑 的 量词 运算 有 关 , 但 数学 家 可 以 
遇 到 其 它 种 类 的 他 们 所 熟知 的 运算 的 例子 。 在 下 面 ,# 与 了 是 自 
由 的 而 i 与 * 是 约束 的 : 


(A) Da, tm fxs | frp)dz, 


在 下 面 , : 作为 积分 上 限 的 出 现 是 自由 的 ,而 在 被 积 式 中 的 出 现 是 
约束 的 : 


(B) | | rpa. 

为 了 作 更 进一步 的 解释 ,我 们 可 以 指出 , 在 非 形式 数学 中 , 这 
两 类 变 元 的 使 用 方式 有 刻 划 性 的 差异 . 约束 变 元 是 一 种 迁 授 说 
法 ,用 以 表示 在 变 元 变 域 上 作 了 运算 的 结果 ,因此 我 们 可 以 把 变 元 
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改 为 任何 其 它 的 具 同 样 变 域 的 变 元 而 不 臻 于 更 改 意 义 〈 须 作 适 当 
的 注意 )， 例 如 ， 


(©) Ds, Ba， | fa 


《通常 ) 便 和 上 文 〈(A) 中 相应 的 表达 式 同 意义 (但 一 般 说 来 ， 
lim f(y, 7) 与 lim f(x,y) 不 同 ). 在 某 一 表达 式 中 ， 如 果 我 们 把 
自由 变 元 代 以 一 个 代表 常客 体 或 变 客体 的 表达 式 ,我 们 (通常 ) 便 
得 到 一 个 有 意义 的 结果 ,但 如 对 约束 变 元 这 样 作 , 其 结果 便 没有 意 
义 了 ， 例 如 (对 (A) 作 代入 》 


CD) Da, infes2)， | cadz 
(通常 ) 是 有 意义 的 表达 式 ,但 
(E) Dos, kms, | fo,zan 


则 和 否 . 如 果 同 一 变 元 在 一 表达 式 中 既 自 由 出 现 又 约束 出 现 , 那么 
该 表达 式 所 代表 的 量 便 只 与 该 变 元 的 自由 出 现 的 值 有 关 .。 例如 ， 
积分 (8) 是: 的 函数 , 当 上 一 3 时 其 值 为 


G) | FrDa 而 非 人 43)43。 


代入 。 在 叙述 下 一 节 的 元 数学 定义 时 我 们 要 用 到 代 人 运算 ， 
它 可 如 下 定义 ， 所 谓 在 一 项 或 一 公式 A 中 (处 处 ) 把 变 元 x 代 以 项 
+ 是 指 在 A 中 把 x 的 每 个 自由 出 现 都 同时 地 换 为 + 的 出 现 . 试用 
毗连 记 法 来 描述 它 , 设 ” 为 x 在 A 中 自由 出 现 的 次 数 (x 之 0); 试 
把 这 些 出 现 写 出 ， 则 A 可 写 为 “AoxAsx* An_ixAs”(Aos Ab -…,， 
As_1sA。 是 不 含有 x 的 自由 出 现 一 -对 整个 A 而 言 一 -的 部 分 ， 
可 能 是 空 部 分 ,而 写 出 的 全 部 x 的 + 次 出 现 都 是 自由 的 )， 那 末 在 
A 中 把 x 代 以 的 结果 便 是 AotAst An-itA 

要 表示 代 人 的 结果 最 好 用 一 个 简洁 的 元 数学 记 法 .如果 要 对 
x 作 代 人 ,我 们 首先 引 人 一 个 复合 记号 例如 “A(x)” 来 代表 被 代入 
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式 ?, 表示 它 与 x 有 关 , 正和 数学 中 的 函数 记 法 那样 (§ 10)。 于 是 
在 A(x) 中 把 x 代 以 :的 结果 便 写 为 “A(t)”。 

例 6 设 x 为 ce 而 
A(zx) 或 A(e) 为 3e(c' Ta 一 六 Da 一 5 十 ec。 
则 A(0) 为 3c(e + a= boaQ=b+ 0, 
而 A(a) 为 3c(e Tt a=6b)PD7Ta=b+a., 

例 7 设 x 为 qa, 而 A(x) 为 a 十 c= 二 a. 则 A(0) 为 0 十 c=0， 
而 A(B) 为 6tc=b. 

用 以 得 到 A(o 的 代 人 必须 永远 是 在 原来 的 公式 A(x) 中 对 原 
来 的 变 元 x 而 作 , 即 对 第 一 次 引信 记号 “A(x)” 时 那个 公式 及 那个 
变 元 而 作 ， 

例 7 ( 续 完 ) 对 上 文 的 x 及 A(x) 言 ;A(c) 是 e 十 e 一 e。 如 
果 我 们 在 A(c) 中 把 c 代 以 Bb, 我 们 得 8 十 6 一 6， 但 这 和 A(65) 
不 同 ,， 因 正确 地 说 来 , 后 者 该 是 在 A(a) 中 把 a 代 以 8 而 得 , 即 原 
来 的 A(x) 中 把 工 代 以 & 而 得 . (在 非 形 式 数学 中 由 于 误 用 函数 的 
记号 亦 会 有 同样 的 困难 .) 

我 们 并 不 要 求 在 A(x) 中 x 真 的 作为 一 个 自由 变 元 而 出 现 
当 x 不 是 A(x) 的 自由 变 元 时 ， 代 人 的 结果 A(t) 便 是 原来 的 表达 
式 A(x) 本 身 。 

同样 地 ， 我 们 可 定义 对 若干 个 不 辣 的 谈 元 所 作 的 同时 代 人 ; 
| 我 们 亦 用 同样 的 记号 ,例如 “A(x,,…，xs)” 表 被 代 人 人 式 ,而 

“A(u，。*…*, ta) 表 代 人 的 结果 ， . 

今后 , 当 我 们 注意 到 A 依赖 于 变 元 x 或 依赖 于 变 元 za …，zo 
时 ， 不 管 作 代入 与 否 ， 我 们 都 经 常 引 入 复合 记号 如 “A(x)” 或 
“A(x,…… ,Xo) 等 而 不 用 “A”。 例如, 当 表示 VxA(z) ( 读 为 : “对 


1) 即 在 其 中 实施 代入 的 式 子 。 本 书 中 关于 “被 代入 式 " 一 语 的 使 用 和 希 尔 伯 特 - 伯 
尔 奈 斯 [1939] 附 录 I 中 所 使 用 的 不 同 , 在 那里 考虑 有 公式 变 元 的 代入 (参见 下 文 
§ 37 p. 1937， 而 被 代入 式 则 指 被 放 到 公式 的 变 元 处 去 的 那 一 表达 式 一 一 仍 译 
注 ,《 本 书 所 使 用 的 “被 代入 式 ” 可 译 * 大 代入 式 ”, 而 希 尔 伯 特 - 伯 尔 奈 斯 书 上 的 

. “被 代入 式 ” 可 泽 为 < 小 代入 式 ”, 因 在 本 书 中 该 两 名 并 不 同时 使 用 , 故 今 暂 不 作 这 
个 区 别 一 一 译 者 注 ，》 
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所 有 x, A(x)”) 或 3xA(x) 〈 读 为 :“ 至 少 有 一 x 使 AGz)”) 时 ,我 
们 对 该 公式 后 半 经 常 不 写 “A” 而 写 “A(x) .我 们 再 重复 一 遍 , 当 
用 “A(x)”( 或 “A(z,， ”“””》 xs)”) 时 我 们 并 不 意 指 着 x (或 x,， "“*°*> Xs 
的 每 一 个 ) 都 必须 自由 出 现 于 该 公式 中 。 

前 面 关 于 解释 方面 的 初步 附注 告诉 我 们 ， 为 什么 这 个 元 数学 
代入 运算 必须 是 只 对 变 元 的 自由 出 现 而 施行 的 . 

如 果 A(x) 中 x 的 任何 自由 出 现 都 不 出 现 于 量词 Vy 或 3y 的 
辖 域 之 内 ,这 里 7 为 项 + 的 任 一 自由 变 元 ( 即 7 自由 出 现 于 t 中 )， 
那 末 我 们 便 说 , 对 公式 A(x) 中 变 元 x 的 自由 出 现 处 而 言 , 项 t 是 
自由 的 (或 对 A(x) 中 x 的 代 和 人 位置 处 t+ 是 自由 的 或 简 言 之 对 A(x) 
的 x 言 t 是 自由 的 ), 

例 8 在 下 列 第 一 个 公式 中 a 的 出 现 处 ,项 d,d 十 0 与 a: 
qd 是 自由 的 ,但 在 第 二 个 公式 中 a 的 出 现 处 则 否 : 

(D 3ecle +a=be7d=0, 3d(d +a= bad= 10. 

根据 这 个 定义 , 当 且 仅 当 对 A(x) 中 的 x 言 t 是 自由 的 , 那 末 
在 A(z) 中 把 x 代 以 t 时 , 才 不 致 于 因 把 t 引入 A(x) 中 而 使 得 t 
中 的 (自由 7) 变 元 了 变 成 了 结果 A(t 中 7 的 一 个 约束 出 现 了 

例 8( 续 完 ) 在 (ID 中 把 wa 代 以 d 十 0, 分 别 得 出 
(II) 3cle’ + (d+ 0) = bad = 0, 

3dtd +t (d+0)= bd = 0. 

就 第 一 ; 因 代 入 而 引进 的 d 十 0 式 子 中 的 4d 的 出 现 ;在 
入 式 申 仍然 是 自由 的 ， 但 就 第 二 式 而 言 则 否 。 

当 对 于 A(x) 中 的 x 言 + 是 自由 的 , 我 们 便 说 在 A(x) 中 把 x 
代 以 t 的 代 人 是 自由 的 。 只 由 上 面 的 一 些 粗浅 的 解释 已 经 很 显然 
地 看 出 , 当 所 作 的 代 人 不 是 自由 时 , 它 将 是 不 适当 的 。 

(DD) 中 的 两 公式 意义 是 相同 的 ;但 (11) 中 的 两 公式 则 否 ， 

当 作 一 个 非 形式 的 例子 可 取 (A) 或 (C) 中 的 第 二 个 表达 式 . 这 
是 ? 的 一 个 函数 , 设 为 
(G) fy) 一 limf(x, y) 一 limf(z, y), 

当 y 一 z 时 , f(y) 的 值 正 确 地 应 该 该 如 下 得 到 
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(H) Xe) 一 kimf(x,z) 而 非 fz) 一 mayo， 
例 9 为 要 说 明 如 何 处 理 本 节 所 说 的 用 语 及 记号 ， 试 设 x 为 
( 即 “x” 指 (denote)) 一 变 元 ,而 A(x) 为 ( 即 *A(x)” 指 ) 一 公式 ,b 为 
( 即 “b” 指 ) 下 面 的 变 元 ; 即 (i) b 对 A(x) 的 x 言 是 自由 的 , (ii) b 不 
自由 出 现 于 A(x) 中 (除非 b 为 x)， 依 照 我们 的 代 人 记号 ， 因 “x” 
与 “A(x)” 先 行 引 入 , 故 ( 道 )A(b) 为 (根据 定义 ) 把 A(x) 中 (自由 出 
现 的 )x 代 以 b 的 结果 ， 由 Qi), 这 次 代 人 所 引进 的 b 在 A(b) 中 的 
出 现 是 自由 的 。 由 (i) 在 A(b) 中 b 不 再 有 其 它 的 自由 出 现 。 因 此 
A(Cb) 中 的 自由 出 现 便 恰 巧 是 代 人 时 所 引 和 人 的 出 现 。 因 此 ((G) 一 
( 放 ) 之 逆 )。(iv) 对 A(b) 中 的 b 言 x 是 自由 的 ,(v) 在 A(b) 中 x 不 
自由 出 现 (除非 x 为 b), (vi 把 A(b) 中 (自由 出 现 的 )b 代 以 x 后 
结果 (事实 上 ) 为 A(x). 试 举 个 特殊 例子 ， 
x, A(x), b, A(b) 
可 以 分 别 为 
c，3efc' ta= bo a=b+ie, 
d, 3d‘e’ + a= bh a=b+d. 


$19. 变形 规则 


在 本 节 内 我 们 将 引进 一 些 新 的 元 数学 概念 〈 叫 做 推演 规 风 或 
变形 规则 ), 它 们 使 得 该 形式 体系 具有 演绎 理论 的 结构 ， 为 了 强调 
它 与 非 形式 的 演绎 理论 的 类 似 性 ,我 们 将 从 “公设 ’ 表 开始 ;但 是 对 
元 数学 而 言 ,这 些 并 不 是 作为 假定 的 公设 ,的 确 , 绝 不 如 此 ,因为 正 
式 说 来 ,它们 没有 任何 意义 而 只 是 一 些 公式 及 形式 (或 模式 ) 以 便 
我 们 今后 作 定 义 时 引用 罢了 。 

在 给 出 公设 表 以 前 ， 让 我 们 先 看 在 表 上 记 出 现 的 各 种 公设 的 
类 型 。 最 简单 的 类 型 的 公理”, ia" 一 0 便 是 一 个 例子 。 这 是 形 
式 体系 中 的 一 个 公式 。 其 次 便 是 “公理 形式 ’ 或 公理 模式 ’ “8 二 
AVB” 便 是 一 例子 。 这 是 一 个 元 数学 的 表达 式 , 每 当 我 们 对 由 元 
数学 字母 “A” 及 “B” 所 代表 的 公式 加 以 明 指 (specify) 时 , 我 们 便 得 
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到 一 个 特殊 的 公理 。 例如 ， 当 A 为 w 一 0 而 B 为 一 ww 一 0 时 ， 
我 们 便 得 公理 一 a’ 一 02a' 一 0VDme' 一 0， 因此 ,公理 模式 是 一 
个 元 数学 方法 ,用 以 明 指 无 穷 多 个 具有 同样 形式 的 公理 

我 们 还 必须 有 别 种 公设 ， 它 把 由 公理 而 推演 定理 这 种 运算 加 
以 形式 化 。 这 些 便 是 ‘推论 规则 ’ ,下 面 便 是 一 个 例子 : 

A,ADB 
B 

这 是 一 个 模式 ,具有 三 个 元 数学 表达 式 “A”,“A 二 B” 及 “B”, 每 当 对 
元 数学 字母 <A”“B" 所 代表 的 公式 加 以 明 指 时 ,它们 都 表示 一 些 公 
式 。 这 规则 的 意义 是 , 在 横 线 之 下 的 表达 式 所 表示 的 公式 可 以 由 
横 线 之 上 两 表达 式 所 代表 的 两 个 公式 所 ' 推 出 。 例如 ,如 果 把 公 
式 Ta' 一 0 当 作 A, 而 把 公式 w% 一 0Vmae' 一 0 当 作 B, 则 这 规 
则 便 容 许 由 一 @' 一 0 及 mw 一 02w 一 0Vme 一 0 而 推出 @ = 
0Yy7Ta 一 0， 因 为 Tq = 二 0 及 Tia 一 0Da 一 0Vma' 一 0 是 
公理 (如 上 所 已 知 的 ) 故 a' 二 0V Ta 一 (0 便 是 一 个 “形式 定理 ”， 
(我 们 的 用 语 是 把 公理 包括 在 定理 之 内 的 .) 

现在 我 们 便 详细 列 出 公设 的 全 表 , 然 后 给 出 一 些 定义 ,以 根据 
这 表 而 建立 该 形式 体系 的 演绎 结构 。 读者 可 以 核验 , 由 这 一 系列 
的 定义 的 结果 将 可 定义 出 公式 类 中 的 一 个 子 类 ， 它 叫做 “可 证 公 
式 : 类 或 ‘形式 定理 ' 类。 

登场 人 物 在 公设 1 一 8 中 , A, B, C 为 公式 。 在 公设 9 一 13， 
x 为 变 元 而 A(x) 为 公式 , C 是 不 含 x 自由 的 公式 ，t 为 一 项 ， 它 
对 A(x) 中 的 x 言 是 自由 的 ". 

群 A. 谓词 演算 的 公设 
群 A1。 ”命题 演算 的 公设 

la， AD(BOA). 2 A.ADB 
Ib. (ADB)ICAIDBIC LAIC)). . B 


1) 公 诊 9 及 12 中 的 变 元 x 叫做 该 规则 的 应 用 变 元 《 原 书 用 这 名 词 而 未 作出 正式 
定义 ) 一 一 详 者 注 ， 
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3。 AD(BOA&B). 4a. A&BOA. 


4b. A&BOB,. 
5a. ADAYVSB. 
5b. BOAVSB. 6. (ADC)E((BOC)EOAVBIO)). 
7, (ADB)IO(AD™TB)ETA). 8°. TADA., 
群 A2。 谓词 六 算 的 (补充 ) 公 设 ， 
9 COA(x) 
” CDYxAGx) 10, VxA(xz) 二 A(t。 
A(x) OC 
11。 A(t)D3xA(x). 12 . re 


群 B。 数论 的 (补充 ) 公 设 。 
13. A(O)&Vx(A(x)OA(Cx’)) OA(x). 


14, a =b Da=b. 15. a = 0. 

16, a= bo(a = cob = oe). 17. a= boa =6b. 
18，a 十 0 一 a. 19,. aa 十 8 一 (aa 十 0) 
20. wa .0 一 01. 21，、a .0 一 a.5 二 a， 


(公设 8 标 有 “" ”号 的 理由 见 $ 23 ,) 

我 们 可 以 核验 ,14 一 21 是 公式 ; 又 对 A, B, C 或 x, A(x),C,t 
的 每 一 个 选择 言 ， 只 要 服从 在 公设 表 前 面 所 列 出 的 约定 条 件 ， 则 
1 一 13 亦 都 是 一 些 公式 (对 2, 9, 12 的 情形 言 , 则 指 在 横 线 上 诸 表 
达 式 及 在 横 线 下 的 表达 式 都 是 公式 ). 

公理’ 可 如 下 定义 。 一 个 公式 如 果 具 有 la, 1b,3 一 8, 10,11， 
.13 的 形状 之 一 者 或 者 如 果 它 是 公式 14 一 21 之 一 者 , 它 便 是 公理 ， 

“直接 后 承 : 关系 可 如 下 定义 。 一 个 公式 叫做 另 一 个 或 两 个 公 
式 的 直接 后 承 。 如 果 它 的 形状 如 2,9 或 12 中 横 线 之 下 所 表示 的 ， 
而 另 一 个 或 两 个 公式 的 形状 则 如 横 线 之 上 所 表示 的 

这 是 相应 于 公设 2, 9, 12 的 基本 元 数学 定义 ， 但 我 们 还 要 增 
加 一 些 术语 来 重 述 它 , 并 特别 注意 这 定义 的 应 用 过 程 。 公设 2，9， 
12 叫做 推论 规则 . 对 A, B 或 x, A(x) 及 C 的 任何 (固定 的 ) 选 择 ， 
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只 要 服从 约定 条 件 , 则 横 线 之 上 的 公式 叫做 应 用 该 规则 时 (或 依 该 
规则 而 作 (形式 ) 推 帝 时 ) 的 前 提 ( 分 别 叫做 第 一 、 第 二 前 提 )， 而 横 
线 之 下 的 公式 叫做 该 应 用 时 的 结论 。 结论 是 前 提 的 (根据 该 规则 
的 ) 直 接 后 承 。 

卡 普 纳 [1934] 把 两 类 公设 叫做 一 个 共通 名 称 , “变形 规则 ”, 公 
理 则 看 作 是 从 没有 前 提 而 作 变 形 的 结果 . 

人 形式) 可 证 公式 ;或 人 《有 形式) 定理’ 的 定义 现在 可 归纳 地 如 下 
给 出 . 
1. 如 果 D 是 一 公理 , 则 D 是 可 证 的 。2. 如 果 忆 是 可 证 的 ,而 D 
是 玉 的 直接 后 承 , 则 也 是 可 证 的 。3. 如 果 E 与 F 是 可 证 的 ,而 DD 是 
FE 与 F 的 直接 后 承 , 则 D 是 可 证 的 . 4. 只 有 由 1 一 3 所 给 出 的 公式 
才 是 可 证 的 . 

-这 观念 亦 可 利用 中 介 概 念 形式) 证明’ 而 得 出 , (形式) 证 明 
是 指 一 个 或 多 个 (一 次 或 多 次 出 现 的 ) 公 式 所 组 成 的 有 限 序列 ， 访 
序列 中 每 个 公式 或 者 是 一 公理 或 者 是 该 序列 中 前 面 的 公式 的 直接 
后 承 。 一 证 明 可 以 说 是 它 的 最 后 一 个 公式 的 证 明 ，, 而 这 最 后 公式 
全 可 说 是 (形式) 可 证 的 或 是 一 个 (有 形式) 定理 

例 1 下 列 17 个 公式 所 组 成 的 序列 是 公式 a 一 & 的 证 明 , 公 
式 工 是 公理 16。 公 式 2 是 一 公理 ,根据 公 理 模 式 la 而 得 ,其 中 的 
A 及 B 均 是 0=0; 公式 3 亦 根据 公理 模式 1a 而 得 ,但 其 中 的 A 
是 a=6b6D(a==cD6b6 一 c)，B 是 0 一 02(0= 一 0 二 0 一 0)， 公 式 
4 是 公式 1 及 3 的 直接 后 承 , 这 时 应 用 规则 2， 这 规则 中 的 A 是 
a = bo(a=bo6b=c), 而 B 是 [0==0D(0=0D0=0)]DlLa 一 
b(a 一 cb 一 c)], 而 把 公式 1 及 3 分 别 作 为 第 一 及 第 二 前 
提 ， 公式 5 是 公式 4 的 直接 后 承 ,应 用 规则 9, 其 中 x 是 c，A(zx) 
是 a=b(a 一 cb 一 c), 而 C 是 0 一 0 二 (0 一 0 二 0 一 0) ( 注 
意 , 它 不 含 x 自 由 )， 公 式 9 是 一 个 公理 , 根据 公理 模式 10 而 得 ， 
其 中 x 是 a,A(x) 是 VbYela = b 了 D(a 一 cD6b 一 ce)], 而 t 是 项 
a 十 0( 注 意 , 它 对 A(x) 中 的 x 言 是 自由 的 )， 根据 我 们 的 代 人 记 
法 ($ 18)，A(t) 便 是 把 ACx) 中 x (的 自由 出 现 ) 代 以 t 的 结果 , 即 
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A(t) 便 是 Ybvcla 填 0 一 52D(a 0 一 ec2D8 一 c)]). 


2.。 
3 


a 一 5D(a 一 c2B = c) 一 一 公理 16， 
0 一 0 了 2(0 一 00 一 0) 一 一 公理 模式 1. 
{a= bo(la= eob = e)}D{0 = 050 =0D0=0)]D 
[a 一 0 二 (a 一 cb 一 0)]} 一 一 公理 模式 1a. 
[0=050 =050=0)]D[la= bo(a = cDb=e)]— 
规则 2, 1, 3. 
[0 一 0 二 人 = 0D0=0)]DVcla=bDO(a=ecDb=e)]— 
规则 9, 4. 
[0=0D0=0D0~=0)] DvbYcla=boO(a=e hb= 
c)] 一 一 规则 9, 5， 
[0 = 050 =0D0=0)]DOVYVavbvecla = bo(a = cob= 
c)] 一 一 规则 9, 6, 
vavbve[la = boO(a = cDb = 0)]—— 规则 2, 2,7., 
Vavbvcla=— boO(a= eib=ce)l OVvbveclat+0= 6 
(a 0= edb = e)] 公理 模式 10， 
vbvec[la + 0= bo(a +0=cib mc)]— 规 则 2,8,9. 
Vpvc[a + 0=bo(ai+0=—=eob=e)] Ove[lat+0°= 
aa 十 0 一 cDa 一 ce)] 公理 模式 10. 
ve[a 十 0 一 aa 二 0 一 cDa= coc)] 一 一 规则 2,10,11. 
Yeclat+0~=~aD(a+0=eOa=c)}) Olat+00=aD 
(ea 十 0 一 a2a 一 q)] 一 一 公理 模式 10。 
at+0=ga D(a +0= aDa = qa)— 规则 2, 12, 13. 
att0=a 公理 18, | 
a 十 0 二 aDa 二 a 一 一 规则 2, 15, 14。 
a 一 a 一 一 规则 2, 15, 16. 
例 2 设 A 为 任 一 公式 ， 下列 五 个 公式 的 序列 便 是 公式 A 汪 A 


1》 因 对 形式 变 元 没有 代入 规则 ,必须 先 从 公理 16( 即 公式 1) 变 成 公式 8 才能 代入 


而 得 公式 14， 通 常 读 者 以 为 由 公理 16 作 代 人 马上 便 得 公式 14* 那 是 暗中 使 用 
对 形式 变 元 的 代入 规则 了 一 一 详 者 注 ， 
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的 证 明 。 ( 换 旬 话说 ， 我 们 下 面 所 作出 的 实际 上 是 “证 明 模 式 ? ， 
而 其 最 后 的 表达 式 “A 迟 A” 便 是 “定理 模式 ”， 当 把 元 数学 字母 
A 代 以 任何 特殊 的 公式 例如 0==0 时 ， 它 便 变 成 一 个 特殊 的 证 明 
了 .) 公 式 1 是 一 公理 , 根据 公理 模式 la 而 得 ， 其 中 的 A 与 B 便 是 
本 例 中 的 A. 公式 2 是 一 公理 , 根据 公理 模式 lb 而 得 ， 其 中 的 A 
与 C 便 是 本 例 中 的 A， 其 中 的 B 便 是 本 例 中 的 A 了 A， 公 式 3 是 
公式 1 与 2 的 直接 后 承 ,应 用 规则 2 而 得 ,规划 中 的 A 便 是 本 例 的 
A 二 (A2A)， 规 则 中 的 了 便 是 本 例 中 的 [A2>((A>A)>A)] 了 
[A 汪 A], 公 式 1 与 2 分 别 作为 第 一 与 第 二 前 提 . 

1. AD(ADA) 公理 模式 1a. 

2, {AD(ADA)}ID{[AD(ADA)IDA)] DD [ADAI}— 

公理 模式 1b. 

(1) 3。 [AP((ADA)DA)]D[ADA]— 规 则 2, 1, 2， 

4。 AD((ADA)DA) 公理 模式 1a, 

5。 A 二 A 一 一 规则 2, 4, 3。 

对 形式 体系 中 所 定义 的 术语 : 证 明 、 定理 等 ( 即 形 式 证 明 , 形 
式 定 理 等 ) 必 须 与 它们 的 通常 的 非 形 式 意 义 严格 分 开 , 后 者 我 们 是 
对 元 数学 而 使 用 的 。 形式 定理 是 一 公式 ( 即 有 限 个 符号 所 组 成 的 
某 种 序列 )， 而 它 的 形式 证 明 是 由 有 限 个 公式 所 组 成 的 某 种 序列 。 
元 数学 的 定理 则 是 有 关于 形式 客体 的 一 个 有 意义 的 陈述 句 ， 而 它 
的 证 明 是 对 这 陈述 名 的 真确 性 的 直觉 的 证 明 。 

我 们 已 经 说 过 三 种 形式 客体 ($ 16) ,在 研究 它们 时 , 我 们 可 以 
随意 地 引 人 别 种 客体 ,只 要 作 有 穷 性 的 处 理 便 成 。 此 外 ,如 果 我 们 
转 而 讨论 元 数学 的 定义 及 定理 的 形式 ， 我 们 的 讨论 对 象 还 可 有 不 
同 的 推广 。 如 果 我 们 想 同样 规 规 矩 矩 的 来 讨论 它们 ，, 那 便 需 要 一 
个 元 元 数学 。 但 是 这 种 讨论 ?在 非 形式 数学 (的 其 它 部 门 ) 中 是 常 
见 的 ;因此 我 们 将 把 这 种 讨论 看 作 是 偶然 的 说 明 , 有 时 用 以 帮助 迅 
速 看 出 到 底 元 数学 中 做 了 一 些 什 么 事情 ， 有 时 用 以 使 得 元 数学 定 
理 的 陈述 可 以 简化 一 些 ,其 实 不 如 此 还 是 照样 可 以 陈述 的 ， 

1) 指 对 元 数学 的 非 形 式 讨论 (有 别 于 上 面 提 到 的 “ 规 规 算 炬 的 讨论 ”) 一 一 译 者 注 , 
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$20. 形式 推 演 


即使 是 很 初等 的 定理 ,其 形式 证 明 亦 是 很 长 的 .的 确 ,为 了 把 逻 

辑 推 注 分 解 为 简单 的 步 台 , 我 们 必须 付出 使 用 更 多 步骤 这 个 代价 

把 一 理论 加 以 形式 化 ， 目 的 在 于 对 该 理论 中 的 证 明 得 到 一 个 

明显 定义 。 得 到 了 这 个 定义 以 后 便 无 须 常 常 都 直接 引用 定义 了 。 

如 果 有 一 些 元 数学 定理 证 明了 某 些 形式 证 明 的 存在 ， 那 末 在 证 明 

一 公式 的 形式 可 证 性 时 ,使 用 这 些 元 数学 的 定理 ,可 以 大 大 减少 所 

花费 的 劳力 。 如 果 这 些 定理 的 证 明 是 有 穷 性 的 , 这 是 元 数学 定理 

应 该 具有 的 、 那 末 由 这 些 定理 的 证 明 至 少 暗 中 供给 了 如 何 获得 相 

应 的 形式 证 明 的 方法 ?, 因此 元 数学 定理 的 使 用 , 可 使 形式 证 明 的 
叙述 大 大 缩短 了 ， 

这 种 元 数学 的 定理 中 ,简单 一 些 的 叫做 导出 规则 ,因为 它们 是 

可 以 由 公设 规则 而 导出 的 原则 ， 把 它们 作为 补充 的 推论 方法 并 没 

有 增加 可 证 公式 类 。 我们 将 利用 导出 规则 , 使 得 建立 形式 可 证 性 

时 所 用 的 方法 ， 和 被 形式 化 的 理论 中 所 用 的 非 形式 方法 尽 可 能 的 

1) 这 一 名 话 会 使 读者 产生 一 种 印象 ,以 为 关于 形式 证 明 存在 的 定理 ,如 果 使 用 非 有 

穷 性 方法 而 证 明 ， 将 不 能 够 给 出 获得 所 找 的 形式 证 明 的 方法 。 但 事实 并 非 如 此 

《 当 他 容许 定理 证 明 可 用 非 有 穷 性 方式 时 ;如 果 他 不 容许 这 种 方式 那 更 没有 问 

题 )， 事 实 上 ,假设 已 经 证 明了 (用 什么 方式 证 明 无 关 重要 ) 关 于 公式 E 的 形式 证 

明 是 存在 的 这 条 定理 了 。 今 把 所 有 可 能 的 形式 表达 式 的 有 穷 序列 依 确定 的 顺序 

而 排列 起 来 。 作 出 每 种 这 样 的 序列 后 ,如 果 它 们 不 是 任 一 公式 的 证 明 ,或 即使 是 

证 明 但 不 是 公式 的 证 明 ， 我 们 都 除 掉 。 如 果 我 们 承认 关于 公式 E 的 形式 证 明 

是 存在 的 这 条 定理 是 证 明了 ， 那 末 我 们 亦 应 承认 ,在 依次 作出 所 有 可 能 的 形式 表 


达 式 (的 出 现 ) 的 有 穷 序列 的 过 程 中 ,我 们 必然 会 达到 一 个 有 穷 序 列 , 它 是 公式 
的 形式 证 明 的 一 一 俄 译注 。 
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在 建立 形式 体系 时 ,我们 对 证 明 给 以 最 简单 的 可 能 的 结构 , 它 
只 是 若干 公式 的 一 个 序列 。 我 们 的 导出 规则 中 有 些 叫做 直接 规 
则 ?的 ,可 用 以 对 这 个 序列 中 一 整 设 加 以 简 缩 ;我 们 可 以 说 ,把 这 整 
段 当 作 在 构成 证 明 时 一 个 预先 造 好 的 组 件 . 

但 在 数学 的 实践 上 ， 证 明 却 经 常 有 更 复杂 的 结构 ， 它 使 用 了 
‘辅助 推 福 ? , 即 在 推 注 时 使 用 一 些 为 着 论证 起 见 而 作 的 假设 ,后 来 
又 把 这 假设 解除 .例如 ,在 反 证 法 中 , 我 们 使 用 了 “辅助 推广 ; 又 
当 我 们 把 待 证 定理 的 假设 和 已 证 命题 同等 看 待 用 以 推出 待 证 定理 
的 结论 时 , 也 使 用 了 (〈 虽 则 不 那么 明显 )“ 秧 助 推 帝 ， 导 出 规则 中 
叫做 “辅助 推演 规则" 的 便 对 我 们 给 出 这 种 过 程 来 . 

现在 我 们 用 元 数学 的 定义 而 引入 “在 假定 下 的 形式 可 推演 性 
( 亦 省 称 可 推 性 一 一 译 者 ) 的 概念 ， 设 有 一 个 公式 (的 出 现 的 ) 序 
列 Di, D;,*……, Di(1 之 0), 由 有 限 个 公式 一 次 或 多 次 (的 出 现 ) 所 
组 成 的 序列 将 叫做 由 假定 公式 D,， …，,D: 而 作 的 推 帝 , 如 果 在 这 
序列 中 每 个 公式 或 者 是 公式 D,，……，D, 之 一 , 或 者 是 一 公理 ,或 
者 是 序列 中 前 面 的 公式 的 直接 后 承 . 一 推 帝 亦 叫 做 它 的 最 后 公式 
E 的 推演 ;而 这 最 后 公式 便 叫做 可 由 这 些 假定 公式 而 推 注 出 的 ( 记 
为 ,D,，,………,Di~E), 也 叫做 这 推 注 的 结论 (或 尾 公 式 ).( 符 号 -可 
读 为 “推出 ”yield.) 

推演 及 可 推演 性 的 定义 是 证 明 及 可 证 性 的 定义 的 推广 《证 明 
及 可 证 性 是 推演 及 可 推 性 在 1! 一 0 时 的 特例 ), 它 允 许 我 们 随意 地 
使 用 任何 公式 D;,……, Di,RU 做 这 推广 的 假定 公式 ,它们 暂时 和 公 
理 是 被 同样 看 待 的 . 

例 1 设 A,B,C 为 公式 ， 则 下 面 五 个 公式 所 组 成 的 序列 便 是 
由 三 个 假定 公式 A 卫 (BC), B, A 开始 而 作 的 关于 CG 的 推演,( 这 
是 一 “推演 模式 ”.) 

1。 B 一 一 第 二 假定 公式 . 

2。 A 一 一 第 三 假定 公式 ， 

(2) 3。 A 汪 (B8 光 0C) 一 一 第 一 假定 公式 . 

4。 B 汪 C 一 一 规则 2, 2, 3， 


* 89 + 


5。 C- 一 一 规则 2, 1, 4. 

例 2 读者 试 作出 : (3) 由 A 及 3 到 A&B 的 推广 ; (4 由 
Ag&gBDC, A,B 到 C 的 推 六 , 

关于 一 推 闹 或 一 证 明 Ai, A2, **'*，» Ak 的 分 析 是 指 ， 对 每 个 
i(i = 1,.**, K) ,或 者 指出 Ai 是 一 个 假定 公式 ,而 且 是 Di,:*…*,D, 
中 那 一 个 ,或 者 指出 Aj 是 一 个 公理 而 且 根 据 公设 表 中 那 一 个 公理 
模式 或 者 是 公设 表 中 那 一 个 特殊 公理 ,或 者 指出 Aj 是 前 面 公式 的 
直接 后 承 并 且 根 据 那 条 推论 规则 ,而 前 面 那 一 些 公 式 是 第 一 \、 第 二 
前 提 . 简单 一 句 话 ,一 推演 的 分 析 是 指 一 些 说 明 , 用 以 对 其 中 出 现 
的 每 一 公式 指出 根据 的 ( 即 , 在 我 们 的 例 中 , 便 是 公式 右 端 所 写 的 
说 明 ). 

有 时 在 推演 证明) 中， 一 个 公式 的 出 现 可 以 有 多 种 方式 的 根 
据 , 例如 , 在 (2) 中 的 A, B, C 有 时 可 以 使 得 (2) 中 的 五 个 公式 之 一 
为 一 公理 .因此 ,在 下 面 的 讨论 中 ,只 当 推 注 右 面 同时 附 有 一 个 特 
殊 的 分 析 时 ,该 推演 过 程 才 可 以 唯一 地 确定 . 

还 须 强调 指出 ,表达 式 “D,,*', Di-E 是 用 来 简单 地 指出 玉 
可 由 D,*……, Di 而 推演 出 的 ， 它 并 不 是 该 形式 体系 中 的 一 个 公 
式 , 它 只 是 一 个 简单 的 方式 ,用 以 写 出 关于 Di,*…, Di, 王 这 些 公 
式 的 元 数学 陈述 ,说 存在 某 一 种 公式 的 有 穷 序 列 . 当 ! 一 0 时 ,这 
记号 变 成 <F-E”, 它 指 互 是 可 证 的 .记号 “| 一 ”首先 由 弗 曙 格 [1879] 
引用 ; 但 现在 的 用 法 则 创始 于 罗 歌 (Rosser) [1935*] 及 克 林 
[1934*]. 

例 3 下 述 两 陈述 名 (1) 及 (2 已 由 于 作出 上 面 的 推广 (1) 及 
(2) 而 得 到 验证 了 .至 于 (3)(4 ) 则 由 例 2 而 得 到 验证 . 

(1 FADA. (2) AD(BIOC), B, A-C., 
(3’) A, BF-Ag&B. (4’) A&BOC, A, BC. 

注意 ,在 文中 的 符号 “上 一 "是 在 0 个 或 多 个 公式 的 有 穷 序 列 之 
后 而 在 一 个 公式 之 前 (或 者 不 是 公式 而 是 代表 公式 的 元 数学 字母 
或 元 数学 表达 式 ). 这 便 使 得 在 元 数学 的 句子 中 ,符号 “~ 的 辖 域 
可 以 毫 不 含混 特别 是 ,形式 运算 子 必然 限于 该 系统 的 公式 之 内 ， 
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而 “| 一 “ 则 是 一 个 元 数学 动词 ,超出 该 系统 任何 公式 之 外 . 

“由 D,，.…，D, 可 推 注 出 ' 这 概念 亦 可 无 须 用 到 推演 这 个 中 
介 概 念 而 加 以 定义 (参见 $19 中 “可 证 性 ’ 的 第 一 个 定义 )。 读 者 可 
自己 陈述 出 这 定义 所 必需 的 五 个 句子。 简单 地 说 ,“D,,:…, Di 
E” 是 指 由 (0 个 或 多 个 ) 公 式 D,,'…,Di 及 (0 个 或 多 个 ) 公 理 按照 
推论 规则 可 以 得 到 公式 E。 当 我 们 把 由 D,,*…，D, 及 公理 而 得 
EE 时 所 考虑 到 的 公式 按 考虑 的 先后 而 写 下 ,我 们 便 得 到 由 D,,*…， 
Di 到 EE 的 一 个 推广 ,因此 这 两 个 说 法 的 定义 是 一 致 的 ， 

当 我 们 想 指出 一 些 假定 公式 的 集 而 不 想 逐 个 地 说 出 这 些 公式 
时 ,我 们 用 希腊 大 写字 母 例如 “T”“A”"“@” 等 来 表示 由 0 个 或 多 - 
个 (出 现 的 ) 公 式 所 组 成 的 有 限 序列 (有 时 , 当 我 们 想 强 调 其 中 出 现 
的 一 些 变 元 时 ,我 们 写成 “T(x)”"A(x1,'…. ,xs)” 等 等 )， 

根据 可 推演 性 关系 | 一 的 定义 ,我 们 可 以 得 到 广 的 一 般 特 性 ,与 
形式 体系 的 公设 表 中 所 列 出 的 公设 无 关 ，( 人 当 王 在 了 中 时 ,TH 一 
E.(i 如 果 了 HE, 则 对 任何 A 有 : A,T 一 E。 特 别 是 ,我 们 可 以 
把 任何 可 证 公式 作为 可 由 任何 假定 公式 而 推演 出 的 。(iii) 如 果 把 
中 的 公式 更 动 次 序 后 得 A, 或 把 了 中 重复 的 公式 删 去 后 得 A, 则 
当 了 一 下 时 有 AH 一 E。 (iv) 如 果 在 了 中 把 可 证 的 公式 出 去 或 把 能 
其 它 假 定 公式 推演 出 的 公式 删 去 后 得 A, 则 当 T 了 TH 一 E 时 有 A| 一 
E。 因 为 ,如 果 已 给 一 个 由 了 到 E 的 推演 , 则 在 这 个 推 注 中 ,每 当 出 
现 有 被 我 们 删 去 的 那个 假定 公式 时 ， 我 们 便 用 由 其 它 假定 公式 到 
这 个 公式 的 推广 来 替换 ， 这 样 我 们 便 可 以 得 到 一 个 由 A 到 玉 的 推 
演 了 . 这 四 个 一 般 特 性 可 以 分 解 为 下 列 引 理 中 的 更 简单 的 性 质 ， 
(尽管 我 们 根据 王 的 一 般 特性 而 作 的 一 切 推 理 实际 上 全 可 根据 
(一 人 iv) 或 (CD 一 (Y) 而 作出 )， 但 是 读者 尽 可 以 更 大 胆 地 根据 三 本 
身 的 意义 而 灵活 地 进行 推理 ， | 

引 理 5 (DEF-E.。 (1) 如 果 IT 一 下 则 C，FH 一 E。(OTT7) 如 
果 C, C,THE 则 C,PE。(V) 如 果 和 AD, C, 了 [一 王 则 A， 
C,D,PH--E.(V) 如 果 A[ 一 C 及 C,TH 一 王 则 入 ,Th 一 E.〈 根 据 
坚 钦 [1934 一 5].。) 


例 4 如 果 A 上 一 B, 又 A, B, Ch 一 D 及 B, DH-E, 则 A,CL 
E。 读者 可 直接 根据 | 一 的 意义 ( 它 的 两 个 说 法 的 定义 ) 而 得 , 又 可 
核验 它 可 由 (一 (iv) 或 (D) 一 (V) 而 得 . 

我 们 对 广 所 作 的 定义 是 就 上 述 公设 表 所 决定 那个 特殊 形式 体 
系 而 说 的 。 特别 地 , 它 与 该 表 中 公理 部 分 以 及 推论 规则 部 分 均 有 
关 。 直 到 现在 ,我 们 只 讨论 一 个 形式 体系 ,但 对 其 它 的 形式 体系 我 
们 亦 在 类 似 的 意义 下 使 用 F- ， 例 如 在 公设 表 中 只 保留 一 部 分 公理 
及 推论 规则 时 所 得 的 子 体系 便 是 . 我 们 永远 把 广 理解 为 就 当时 所 
研究 的 形式 体系 而 言 的 . 

注意 ,对 于 已 给 体系 来 说 ,如 把 其 T 中 的 公式 加 入 到 某 一 形式 
体系 的 公理 集中 去 ,得 出 另 一 体系 , 则 前 一 体系 中 的 A, TE, 便 
与 后 一 体系 中 的 AH 一 E 相等 价 . 


$21. 推 注定 理 


我 们 将 首先 就 命题 演算 , 即 只 用 群 Al 的 公设 的 , 而 考虑 下 列 
定理 . 

定理 1 对 命题 演算 言 , 如 果 T, A| 一 B, 则 T| 一 A 二 B (推演 
定理 ). 

证 明 本 定理 的 假设 是 说 ,有 一 个 有 限 公式 序列 使 得 ,序列 中 
每 个 公式 (a) 或 是 中 的 公式 之 一 , (b) 或 是 公式 A,《c) 或 是 一 个 
公理 , (d) 或 是 由 前 面 两 公式 根据 规则 2 而 作 的 直接 后 承 (因为 这 
里 只 有 规则 2 是 推论 规则 ); 并 且 序列 中 最 后 的 公式 是 公式 B。 这 
个 序列 我 们 叫做 由 了, A 到 B 的 “已 给 推演 ”. 

本 定理 的 结论 说 , 有 一 个 有 限 公 式 序列 使 得 。 这 序列 中 每 个 
公式 (a) 或 是 T 中 的 公式 之 一 ，(c) 或 是 一 公理 , (d) 或 是 由 前 面 
两 公式 根据 规则 2 而 作 的 直接 后 承 ; 并 且 序 列 中 最 后 公式 是 公式 
A 二 B， 这 个 序列 我 们 叫做 由 了 到 4 二 B 的 结果 推 帝 ”， 

这 定理 将 就 已 给 推演 的 长 度 "& 使 用 串 值 归 纳 证 法 《$7) 来 证 

1) 长 度 意 指 组 成 推 殴 的 公式 序列 的 项 数 一 一 译 者 注 ， 
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明 , 在 归纳 中 ,定理 中 的 B 作为 变 的 ,而 T 与 A 则 作为 固定 的 . 

归纳 命题 P( 有 ) 或 PIT, A, 有 是 : 对 每 一 个 公式 B， 如 果 有 
一 个 长 度 为 《的 由 T, A 到 38 的 推演 ; 则 可 以 找 出 一 个 由 T 到 A 
B 的 推 痪 . 

奠基 (就 一 1 而 证 明 本 命题 , 即 证 明 PIT,A,17)). 设 已 给 一 
公式 B, 又 给 出 一 个 长 度 为 1 的 由 TT, A 到 B 的 推广 .我 们 分 三 种 
情况 ,看 这 个 推 祝 的 最 后 一 个 ( 因 《 一 1, 故 亦 是 唯一 的 一 个 ) 公 式 
B 是 属于 (a) 一 (c) 中 那 一 个 而 定 。 情况 (d) 是 没有 的 , 因为 B 是 唯 
一 的 公式 . 

对 每 种 情况 我 们 都 指出 如 何 造 出 “结果 推演 ”的 方法 ,读者 可 
核验 ,我 们 所 作出 的 公式 序列 具有 所 求 的 性 质 . 

情形 (a); B 是 中 公式 之 一 。 那 末 下 面 的 公式 序列 便 是 结 


果 推 痪 ， 
1， 8B 一 一 T 中 公式 之 一 
2. B 刁 (AB) 一 一 公理 模式 1a。 


3. AD 了 了 B- 一 一 规则 2, 1, 2. 

情形 (b): B 是 A。 结 果 推 沉 便 是 519 例 2 中 的 公式 序列 (1)， 
即 A 汪 A 的 证 明 ， 因为 B 为 A, 所 以 公式 AA 便 是 A 二 3. 

情形 (c): B 是 一 公理 .结果 推演 与 情形 (a) 中 的 一 样 , 不 过 
第 一 步骤 现在 就 以 了 是 一 公理 来 作 根据 了 . 

归纳 推 步 。 假设 (作为 归纳 假设 ) 对 每 个 ! 委 丰 都 有 P(T, A， 
门 ; 即 ,对 每 个 委 太 及 每 个 B, 如 果 给 出 一 个 长 度 了 的 由 T，A 到 
B 的 推演 , 那 未 都 可 以 找 出 一 个 由 T 到 A2B 的 推演 .现在 (为 了 
证 明 PCT，A, 十 1)) 假设 给 出 一 公式 B 以 及 给 出 一 个 长 度 为 
十 1 的 由 T, A 到 8B 的 推 福 ， 我 们 分 四 种 情况 , 根据 该 推演 中 最 
后 公式 B 是 在 (a) 一 (d) 中 那 一 种 情形 而 定 .对 情形 (a) 一 (c) 的 处 
理 和 奠基 处 相同 . . 

情形 (d): B 是 由 前 面 两 公式 根据 规则 2 而 得 的 直接 后 承 . 根 
据 规则 2 的 陈述 ， 我 们 可 把 这 两 公式 叫做 了 及 PB, (我们 不 照 
规则 的 原来 陈述 用 A 而 改 用 P， 为 的 是 A 已 经 用 来 作为 该 推演 中 
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最 后 一 个 假定 公式 .) 如 果 我 们 在 该 推 演 中 人 铭 去 公式 P 以 后 的 部 
分 , 则 其 余部 分 便 是 由 TT, A 到 P 的 推 注 , 而 其 长 度 1 万， 根据 妇 
纳 假设 (以 了 作为 B)， 我 们 能 够 由 之 而 得 一 个 由 到 AP 的 推 
演 . 同样 对 该 推广 中 公式 PB 及 以 前 的 部 分 而 施用 归纳 假设 ,我 
们 可 得 一 个 由 T 到 A 汪 (PDB) 的 推 窒 .我 们 利用 这 两 个 推 福 ( 设 
其 长 度 分 别 为 bp 及 9) 而 造 出 结果 推演 如 下 ， 
“i } 由 T 到 ADP 的 推演 ， 
p: ADP 根据 归纳 假设 而 得 的 . 
“i } 由 T 到 A 汪 (P 刁 B) 的 推 
十 9. AD(PDB)」 | 演 , 根 据 归纳 假设 而 得 的 . 
bp 十 4 十 1。(ADP)2((AD2C2DB))2 (A 汪 B)) 一 -公理 模式 
ib. 

PP 十 9 十 2。(A 必 (PDB)) 了 D(A4DDB) 一 一 规则 2, p,p 十 4 十 1. 
p+g 十 3、AB 一 一 规则 2,p 十 9,p 十 9 十 2 

根据 数学 归纳 法 本 定理 便 得 到 完全 证 明了 . 本 定理 包括 了 为 
空 集 的 特例 , 即 对 命题 演算 言 , 如 果 A[ 一 B 则 上 ADDB. 

例 如 上 文 的 (2'), 我 人 有 A(B 二 c)，B,， AH 一 C。 故 由 定 
理 1 可 得 AD(BD>C), BADC. 

为 了 更 详细 的 检查 这 个 例 ， 我 们 试 把 得 出 (2) 时 所 根据 的 推 
演 (2) 作 为 已 给 的 由 A 了 (B 汪 C), B, A 到 C 的 推演 ， 应 用 定理 1 
的 证 明 , 我 们 应 该 能 够 找 出 一 个 结果 推演 ， 由 A 了 (BC)，B 到 
A 二 C， 因为 已 给 的 推演 的 长 度 汪 1， 而 其 最 后 公式 是 由 前 面 两 公 
式 应 用 规则 2 而 得 的 , 故 本 例 符合 归纳 推 步 中 的 情形 (d)。 从 那里 
我 们 找到 一 些 细节 及 一 些 提示 来 补 人 新 公式 , 即 须 对 (2) 中 的 部 分 
推 注 1 及 1 一 4 使 用 定理 1。 继续 这 个 办 法 我 们 最 后 便 得 到 下 面 
的 结果 推演 ， - 

1 3 一 一 第 二 假定 公式 ， 

2. BO(ADB) 公理 模式 1a。 

3， AD 了 B 一 一 规则 2, 1, 2. 

4. A(A 忆 A) 一 一 公理 模式 1a。 
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5。 {AD(ADA) }DT1IAD(ADA) DA)] DTIA DD A]) 一 一 
公理 模式 1b. 

6. {A 守 ((ADA)DA)JDLADA]— 规 则 2, 4, 5。 

7. AD((ADA)IA) 公理 模式 1la. 

8。 A 屋 A 一 一 规则 2, 7, 6. 
(5) 9，AD(B2C) 一 一 第 一 假定 公式 . 

10, {AD(BOC)}I{AD(AD(BIC))} 

11， ADD(AD(BDC)) 一 一 规则 2, 9, 10. 

12,. {ADA}ID{[AD(ADBIC)) TDLADBIOC) 1} 

理 模式 1b， 

13. [A>(AD(BOC))IDIAD(BDOC)]-—— 规 则 2, 8, 12. 

14. A(B 沪 C) 一 一 规则 2, 11, 13. 

15. (ADB)EO(AD(BIOC)) ETADC)) 公理 模式 1b。 

16. (A(B 活 0)) 刁 (ADC) 一 规则 2,3, 15， 

17.， A 刁 C 一 一 规则 2, 14, 16， 

由 A 汪 (B 刁 0),B 到 ADC 的 推演 并 不 限于 (5) 这 一 个 .事实 
上 ,有 更 短 的 推 注 , 只 须 在 (5) 中 删 去 公式 4 一 8 及 10 一 14, 又 为 了 
在 第 17 步骤 中 引用 规则 2 以 推演 ,就 以 9( 不 以 14) 作 为 第 一 前 提 
便 成 了 . 

但 当 应 用 定理 1 的 证 明 方 法 而 取 (2) 作为 已 给 推 注 时 ,我 们 
却 得 出 (5) 这 个 特殊 的 推 项. 我 们 所 以 把 找 出 (5) 的 方法 完全 写 
出 ， 因 为 我 们 想 强 调 ， 在 定理 1 的 证 明 中 所 用 的 推理 的 确 是 具有 
有 穷 性 的 、 特 别 是 想 指出 当 使 用 数学 归纳 法 时 牵涉 到 一 些 什么 东 
西 。 今 后 我 们 只 要 知道 结果 推 演 是 存在 的 ， 是 可 以 找 出 的 也 就 够 
了 . 

定理 1 的 证 明 可 以 作 某 种 类 元 数学 证 明 的 模型 . 将 来 当 读 
者 能 够 把 其 论证 写成 明显 的 归纳 证 明 时 ， 我 们 将 经 常用 简 缩 的 
办 法 写 出 这 样 的 证 明 . 但 有 些 证 明 仍 完全 明显 地 写 出 以 作为 模 


公理 模式 1a。 


公 


定理 1 的 证 明 可 以 如 下 缩写， 在 所 给 的 由 T，A 到 B 的 推演 
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中 ,在 每 个 公式 之 前 却 加 上 A 习 . (在 本 例 中 , 由 推演 (2) 中 的 公式 
1, 2, 3 ,4,5 我 们 便 得 推 福 (5) 中 的 公式 3, 8, 11, 14, 17.) 结果 
所 得 的 公式 序列 (以 A 汪 B 作为 尾 公式 ) 并 非 (一 般 说 来 ) 由 工 而 作 
的 推广 ,但 若 照 证 明 中 就 各 情形 加 入 所 说 的 若干 个 公式 , 它 便 变 成 
由 而 作 的 推演 了 . 《在 下 文 $22 处 , 当 把 本 定理 推广 至 于 谓词 演 
算 时 ,这 个 简单 的 证 明 计 划 将 略 有 修改 .) 

由 A 了 (BC),， BHADDC 再 次 应 用 定理 1 我们 可 得 A 
(8B 汪 C) 一 B 了 (40C)， 这些 推论 可 安排 如 下 . 

1. AD(BIOC), B, A—C——(2) 
(5)2，A 沪 (BDC)， BH 一 A 祈 C 一 一 定理 1,1, 

3. A 活 (BDC)H—BD(ADDC) 一 一 定理 1, 2. 
在 这 个 叙述 中 ,我 们 得 出 一 表达 式 的 序列 ,很 像 形式 证 明 中 或 形式 
推演 中 那些 公式 序列 那样 , 但 它们 却 是 属于 高 一 层 的 ， 本 序列 中 
的 表达 式 是 关于 形式 体系 的 元 数学 的 陈述 ， 而 在 形式 证 明 或 形式 
推演 中 ,它们 却 是 形式 体系 中 的 公式 . 

青 举 一 些 推 注 及 一 些 元 数学 陈述 的 例子 如 下 ， 

1、 A&B- 一 一 第 二 假定 公式 . 

2， AgB 二 A 一 一 公理 模式 4a。 

3， A 一 一 规则 2, 1, 2. 


5。 B 汪 C 一 一 规则 2, 3, 4. 
6， A&B 刁 8B 一 一 公理 模式 4b。 
7 B 一 一 规则 2, 1, 6, 

8. C 一 一 规则 2, 7, 5， 
1 
2. 


. AD(B2>2C)，AgB| 一 C 一 一 (6) 
AD(B2C) 一 AsxB 二 C- 一 一 定理 1, 1. 
读者 可 证 明 下 列 两 例 ， 
(7") AgB 汪 CH 一 ADD(BDC) 一 一 参考 $20(4')。 
(8)1. ADB,BOCH—ADC, 
2，A2DBH 一 (二 C) 二 (A>2C) 一 一 定理 1， 1。 


2 96 »。 


§ 22. 推 容 定理 ( 续 完 ) 


定理 1 是 辅助 推 窒 型 的 导出 规则 (参考 $20)， 应 用 这 个 规则 
时 ,已 给 的 由 T, A 到 B 的 推演 叫 做 辅助 推演 ; 而 根据 定理 的 证 明 
中 所 指示 的 方法 由 这 个 已 给 的 推广 而 找 出 的 由 到 A 了 >B 的 推广 
便 叫做 结果 推演， 当 我 们 说 某 个 推演 存在 而 不 想 实际 上 作出 它 
时 ,我 们 可 以 用 一 个 略语 ,例如 说 “推演 P, A 盖 B”, 意 指 "T, Ah 一 
了 这 一 陈述 句 所 肯定 其 存在 的 那个 推演 . 

在 定理 1 中 ,辅助 推演 ,AB 中 最 后 的 假定 公式 为 A， 但 
结果 推 次 TH 一 A 了 >B 中 , 其 候 定 公式 表 内 却 没有 A 了 ; 因此 我 们 
说 ,辅助 推演 中 这 个 候 定 公式 A( 即 A 的 这 个 出 现 ) 被 解除 了 ，( 在 
r 中 可 能 仍 有 和 的 出 现 , 它 却 不 被 解除 . ) 

一 般 说 来 ,辅助 推演 规则 是 一 个 元 数学 定理 , 它 具 有 一 个 或 多 
个 形 如 A 一 E; 的 前 提 ,叫做 辅助 推演 又 具有 一 个 形 为 一 
的 结论 叫做 结果 推演 ， 在 每 个 辅助 推演 中 可 有 一 个 或 多 个 假定 公 
式 被 解除 . 

例 1 下 一 节 中 将 建立 的 规则 “如 果 T, AF-C 及 了, BH-C， 
则 T,AVBH 一 c" 中 ,有 两 个 辅助 推 病 ，T, AH C 及 了 T，BH 一 C， 
在 第 一 个 辅助 推演 中 ,最 后 假定 公式 A 被 解除 , 在 第 二 个 中 ，B 补 
解除 . 

简单 地 具有 形式 AH-E 的 元 数学 定理 是 直接 型 的 导出 规则 . 
它 说 ,由 A 中 的 公式 及 公理 可 以 由 于 使 用 推论 规则 而 直接 得 到 E。 

这 两 类 的 导出 规则 间 ,有 下 列 的 重要 的 差异 , 当 形式 体系 由 于 
增加 新 公理 或 新 推论 规则 而 扩张 时 ,直接 规则 必然 继续 真确 ,因为 
这 种 规则 只 不 过 说 某 种 推演 可 以 作出 ,而 新 公设 的 增加 ,不 过 增加 
构成 这 个 推演 的 一 些 补充 工具 轻 了 。 但 当 新 公设 加 和 时, 辅助 扒 
演 规则 未 必 继续 有 效 ， 因 为 体系 的 扩张 亦 可 使 辅助 推演 增加 新 情 
况 ,而 对 应 于 这 些 新 的 辖 助 推演 是 否 存 在 结果 推演 , 却 大 成 问题 。 
我 们 所 陈述 的 输 助 推演 规则 ,大 多 数 (特别 是 ,所 有 本 章 中 的 规则 ) 
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都 是 在 符号 "上 "之 前 全 都 有 一 个 未 明 指 的 假定 公式 集 工 的， 因此 
新 公理 的 增加 不 会 引起 别 的 困难 ， 但 是 新 推论 规则 的 增加 却 会 
该 规则 的 证 明 中 引起 新 情况 的 讨论 . 

现在 ， 我 们 按 如 下 的 条 件 来 处 理 定理 1: 或 者 全 部 群 A 的 公 
设 有 效 ,或 者 其 至 连 群 B 的 公设 (其 中 只 有 一 个 公理 模式 和 一 些 公 
理 ) 也 有 效 ， 为 了 处 理 证 明 中 所 出 现 的 新 情况 ， 我 们 需要 一 些 限 
制 . 

因为 定理 1 中 就 命题 演算 而 作 的 证 明 还 未 忘却 ， 现 在 便 来 处 
理应 是 更 容易 的 ;但 有 些 读 者 可 能 愿意 把 本 章 以 后 部 分 ,除却 $ 23 
中 涉及 命题 演算 的 以 外 ,推迟 到 第 六 章 以 后 去 读 ， 

我 们 先 述 一 些 定义 , 它们 对 于 表述 该 限制 是 有 用 的 . 设 已 给 
由 假定 公式 D,, D;,'…, D; 而 作 的 推 帝 Al, A:，'…，Ak 和 该 推 
六 的 一 个 特定 的 分 析 (§20) ,推广 中 一 个 公式 A; (的 出 现 ) 是否 ' 依 
赖 ' 于 假定 公式 Di,"… , Di 中 的 D;, 我 们 可 定义 如 下 ， 
” 1 工 如 果 在 所 作 的 分 析 中 A; 是 D;， 则 A; 依赖 于 D;，2. 如 果 
Ai, 依赖 于 D;, 而 在 所 作 的 分 析 中 A; 是 Ai,( 或 Ai 与 别 的 Ai, 的 ) 
直接 后 承 , 则 A; 依赖 于 Di。 3 只 有 1 及 2 才 给 出 A; 依赖 于 Di. 

容易 看 见 ,A; 之 依赖 于 D; 当 且 仅 当 推演 中 不 存在 任何 子 序列 
〈 不 必定 是 连续 子 序列 ), 它 在 所 给 的 分 析 下 ,构成 了 由 其 余 的 假定 
公式 Di，-…， Dji-1, Di+a， Di 到 A; 的 推演 . 

例 2 在 推演 (6) 中 ,公式 4,5 与 8 依赖 于 第 一 假定 公式 A 
(BC) ,其 余 的 公式 则 否 . 公式 1， 6, 7( 在 所 给 分 析 下 ) 造 成 了 由 
其 余 的 假定 公式 A&B 到 7 的 推演 . 

、 我们 说 ,就 一 假定 公式 D; 言 , 变 元 7 在 所 给 的 推演 中 (在 所 给 
的 分 析 下 ) 是 变化 的 ,如 果 (A) 7 在 Di 中 自由 出 现 ，(B) 在 推演 中 
对 依赖 于 D; 的 公式 (作为 规则 9 或 12 的 前 提 ) 而 就 7 应 用 了 规则 
9 或 规则 12( 即 把 7 作为 规则 中 的 应 用 变 元 x). 否则 , 我 们 说 就 
假定 公式 D; 言 , 7 在 推演 中 是 保持 固定 的 . 

例 3 设 x 为 变 元 ,A(x) 为 一 公式 ,而 b 为 一 变 元 使 得 (i)b 对 
A(x) 中 的 x 言 是 自由 的 ,(i)b 在 ACx) 中 不 自由 出 现 ( 除 非 b 为 x); 


。98 。 


设 C 为 不 含 自由 5 的 公式 . 那 末 下 面 的 公式 序列 便 是 由 CACb) 
到 CVxA(x) 的 推演 。 在 核验 满足 公设 9 及 10 的 约定 条 件 时 ， 
我 们 用 $ 18 例 9 中 的 事实 〈iv) 一 (vi。 

1.。 VbA(b) 卫 A(x) 一 一 公理 模式 10( 注 意 (iv) 及 (vi))， 

2. VbA(b)DOVxA(x) 规则 9, 1( 注 意 ,由 (v),x 在 vbA(b) 

中 不 是 自由 的 ). 

3. C2>A(b) 一 一 假定 公式 . 

4. CDYb5A(b) 一 一 规则 9, 3. 

6. CO(YbA(b)OVxA(Cx)) 

形 (a) 那 样 . 

9. COOYxA(x) 一 一 由 4, 6, 正如 定理 1 情形 (d) 那 样 . 
如 果 A(x) 含 有 自由 x, 则 在 这 推演 中 b 是 变化 的 ,因为 ( 依 (DCii)) 
假定 公式 CACb) 含有 自由 b, 而 在 第 4 步 中 却 就 前 提 3 的 b 而 
应 用 规则 9,3 又 是 依赖 于 假定 公式 的 . 但 当 b 和 x 不 同时 ?, x 却 
是 保持 固定 的 ,因为 在 第 二 步 中 对 前 提 1 就 x 而 应 用 规则 9 时 ,前 
提 1 王公 人 入 了 但 生 公 3 

在 一 给 定 的 推演 (及 给 定 的 分 析 ) 中 ， 如 果 一 给 定 的 变 元 7 不 
自由 出 现 于 一 假定 公式 中 , 则 它 对 这 假定 公式 便 必 是 保持 固定 的 ， 
但 如 果 它 自由 出 现 于 若干 假定 公式 中 ， 那 末 它 可 对 其 中 一 些 公 式 
是 变化 的 ,而 对 另外 一 些 公式 是 保持 固定 的 . 

因为 群 A 的 公设 中 ， 只 有 两 个 即 规则 9 及 12(“Y 规则 ”及 所 
规则 ”) 是 有 作为 真正 自由 变 元 身份 的 变 元 来 参加 的 , 故 有 上 述 的 
用 语 ， 至 于 别 的 公设 ,例如 ,公理 模式 10, 当 应 用 时 亦 可 把 + 取 作 
自由 变 元 ,但 在 这 里 ,这 变 元 的 使 用 方式 却 是 ;即使 换 为 非 变 元 的 
项 (例如 0) 亦 是 可 以 的 . 《至 于 我 们 使 用 自由 变 元 来 陈述 群 引 的 
公设 , 那 是 无 关 重 要 的 .) 

谓词 演算 中 的 定理 1 所 受 的 限制 是 : 对 被 解除 的 假定 公式 
言 ,自由 变 元 在 辅助 推演 中 须 是 保持 固定 的 . (这 将 在 $32 的 解释 
中 加 以 说 明 .) 

1) 这 条 件 依 俄 译注 增 入 ,原文 误 漏 一 一 译 者 注 。 


由 2, 正 如 $21 定理 1 中 的 情 


定理 1 ( 续 完 ) 对 谓词 演算 言 (或 对 数论 的 完全 形式 体系 
言 ), 如 果 了 , AH 一 B， 并 且 对 最 后 的 假定 公式 A 言 ,所 有 自由 变 元 
是 保持 固定 的 , 那 末 便 有 T 一 A 过 B. 

证 明 同 $21 处 ,不 过 在 归纳 推 步 中 新 增 两 个 情况 须 补 行 处 理 ， 

情形 (e): B 是 由 前 面 的 公式 应 用 规则 9 而 得 的 直接 后 承 . 依 
照 规则 9 的 陈述 , 该 前 面 的 公式 是 型 如 CA(x)， 其 中 x 是 一 变 
元 ,A(x) 是 一 公式 ,而 C 是 一 个 不 含 自由 x 的 公式 ， 于 是 B 便 是 
C 注 VxA(x)。 我 们 再 分 两 个 子 情形 , 视 在 所 给 的 推 福 (及 所 给 的 分 
析 ) 中 , 前 面 的 公式 CA(x) 依赖 于 或 不 依赖 于 最 后 的 假定 公式 
A 而 定 . 

子 情形 (el): C 流 A(x) 依赖 于 A. 这 时 A 不 含 自由 x, 否则 对 
A 言 ， 自 由 变 元 在 所 给 的 推演 中 不 再 是 保持 固定 的 了 ， 这 与 假设 
衡 突 . 因为 A 及 C 均 不 含 自由 x， 故 公式 A&C 便 不 含 自由 x。 这 
样 便 可 使 得 下 面 第 p 十 g 十 1 步 处 可 以 有 根据 地 再 一 次 应 用 规 
则 9. 把 归纳 假设 施用 于 到 C 必 A(x》 为 止 的 前 面 一 段 所 给 的 推 
演 上 ，, 我 们 便 得 到 由 了 到 A 汪 (CA(x)) 的 推演 . 由 这 推演 便 可 
以 得 到 结果 推演 如 下 ， 

由 TT 到 A 沪 (CA(x)) 的 推 洽 ， 
由 归纳 假设 而 得 的 . 
p. | 由 A(CDA(x)) 到 AxC 二 A(Cx) 


的 推 洽 , 见 (6'): 2($ 21 末 )。 
pig. AgCOACx) - 


pi+gt+l, A&COVxA(x) 规则 9,p 十 g. 
“ 由 A&C 祷 VxA(x) 到 
A 了 (CYxA(x)) 的 推广 , 见 (7”). 
pit+gtri+l. AD(COVxA(x)) 


子 情形 (e2): CA(x)》( 因 而 CYxA(x)) 不 依赖 于 4。 那 
末 在 所 给 推演 中 便 有 一 些 子 序列 足以 构成 由 其 余 的 假定 公式 了 到 
CVzxA(x) 的 推演 . 我 们 便 可 以 如 下 地 作出 结果 推演 . 
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{ 本 由 TT 到 CVxA(x), 根据 不 依赖 性 假设 . 
p COVxA(x) 
pt+l. (COVxA(x))IO(AI(CIOVxA(x))) 
p+2. AD(COVxA(x)) 规则 2, p,p+1. 

情形 (f):; B 是 由 前 面 一 公式 应 用 规则 12 而 得 的 直接 后 承 。 
本 情形 的 处 理 同 上 ,不 过 在 第 一 个 子 情形 处 两 次 使 用 (5 7:3， 

推 莹 定理 第 一 次 由 厄 勃 朗 〈Herbrand) [1930] 作为 导出 规则 
而 证 出 . 《又 参见 厄 勃 朗 【1928] ， 塔 斯 基 (Tarski》[1930]， 序 
吉 [1932]， 希 尔 伯 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934] ，155 页 ， 雅 史 柯 夫 斯 基 
(Jaskowski) [1934].) 


公理 模式 1a 


§ 23. 远 辑 符号 的 引入 与 消去 


下 列 定理 包含 有 一 系列 的 导出 规则 ， 每 行 每 列 之 首 所 列 的 字 
力 用 以 给 出 规则 之 名 以 备 引 用 .例如 ,“VxA(x) 上 一 A(O” 便 叫做 
“全 称 消去 ”省 称 “V 消 ”. 

在 两 个 规则 中 我 们 把 变 元 x 写作 符号 的 肩 码 ， 这 用 以 表示 
在 作成 结果 推演 时 普 对 x 而 应 用 了 规则 9 或 12. 

定理 2 在 下 列 规则 中 ;A&, B,C 或 XxX, A(x), C,t 所 服从 的 约 
定 和 在 相应 的 公设 ($§ 19) 中 相同 , 而 了 或 F(x) 则 是 任何 一 列 公 
式 ， 

对 于 命题 演算 言 ,由 * 列 涵 ” 起 到 “和 否定" 止 这 些 规则 有 效 . 

对 于 谓词 演算 (或 数论 完全 系统 ) 言 ,所 有 规则 均 有 效 , 只 须 在 
每 个 辅助 推演 中 ， 对 被 解除 的 假定 公式 言 ， 自 由 变 元 是 保持 固定 
的 . 


(引入) (消去 》 
(蕴涵 ) 如 果 了 T,， AB， A, ADBH—B. 
则 TADDB。 (《 假 言 取 式 Modus ponens) 
( 合 取 ) A, BA&B, A&BHA。 


Ag&B 上 一 B。 


* 10l1 +* 


《 析 取 ) AH 玉 AVB. 如 果 T, A 一 C 及 T，,B[ 一 C， 


BF 一 AVB。 则 了 ，AVB[ 一 C. 
( 穷 举证 法) 
(否定 ) 如 果 工 ， A 一 B 及 "TAC—A 
IT, A 一 1B， 则 了 TH 一 A，( 双 否定 的 解除 )9 
〈 反 证 法 ) 
(全 称 ) A(x) 上 一 VxA(x)。 VxA(Cx)| 一 A(o， 
《存在 ) A(CDl 一 3xA(Cx)。 如 果 TAGx) 上 一 C， 


则 TCx), 3xACx)H— C. 
证 明 习 引入 的 规则 便 是 定理 1， 此 外 还 有 十 个 直接 规则 及 
三 个 辅助 推演 规则 。 直 接 规则 由 列 出 所 需要 的 推演 来 证 明 ， 至 于 
辅助 推演 规则 的 证 明 , 则 可 把 它 写 成 一 系列 的 元 数学 陈述 (这 些 陈 
述 有 些 可 由 于 作出 一 个 推演 而 得 到 证 明 ， 正 如 直接 规则 的 证 明 那 
样 ,有 些 则 由 在 前 面 的 陈述 应 用 定理 1 或 上 -的 一 般 性 质 而 得 )， 无 
论 哪 种 情形 ,都 要 用 到 相应 的 公设 .下 面 对 每 一 类 型 的 规则 都 有 一 
部 分 作 了 证 明 , 有 些 则 留 给 读者 自 证 . 但 是 ,这 里 以 及 在 类 似 的 情 
形 处 ,我 们 都 希望 读者 先 试行 自 证 ,即使 我 们 给 出 了 证 明 . 
直接 规则 ”二 消 
1。 A 一 一 第 一 假定 公式 . 
2， A 二 B 一 一 第 二 假定 公式 。 
3. B 一 -一 规则 2, 1 , 2. 
这 规则 不 过 是 把 公设 表 中 的 规则 2 〈“ 二 规则 ”或 传统 逻辑 中 
的 “ 假 言 取 式 ”) 重 新 叙述 为 一 个 导出 规则 墨 了 . 
& 引 . ”我 们 已 经 在 $20(3) 处 给 出 . 
一 消 , 或 双重 否定 的 解除 ， 
1. 瑟 1A 一 一 假定 公式 . 
2. A 汪 A 一 一 公理 模式 8。 
3.。 A 一 一 规则 2, 1, 2， 
V 引 。 ” 设 C 为 一 个 不 含 自由 x 的 公理 。 
1。 A(x) 一 一 假定 公式 。 
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A(x) 了 (CA(x)) 一 一 公理 模式 1a 
CDOA(x) 规则 2, 1, 2。 

CODYxA(x) 一 一 规则 9, 3。 

C 一 一 一 个 公理 . 

VxA(x) 规则 2,， 5, 4。 

辅助 推广 规则 。 VYV 消 。 

T，A[| 一 C 一 一 题 设 . 

了 | 一 A 二 CC- 一 一 定理 1, 1。 

T，B 一 CC 一 一 题 设 . 

T[ 一 B 二 C 一 一 定理 1, 3. 
ADC，B>CHF-AVB2>C 一 一 用 公理 模式 6 及 规则 2. 
AVB,， AVBDDCH-C 一 一 汪 消 (或 用 规则 2)。 
r, AVBH—C—?, 4, 5, 6, 

3 消 ， 

1.。 T(x)，A(x) 线 -C 一 一 题 设 . 

2，T(x) 上 一 A(x) 必 C0- 一 定理 1, 1. 

3. A(x) 汪 CHaxA(x) 刁 C 一 用 规则 12。 

4 

5, 


[= 


1 


。 3xA(x), 3xA(x) 了 CFC 一 一 卫 消 ， 
r(x), 3xACx) Cc——2, 3，4。 
讨论 。 这 些 规则 把 逻辑 运算 区 分 成 逻辑 符号 的 引入 与 消去 ， 


是 根据 坚 钦 [1934 一 35] 而 略 作 修改 的 。 


形 1: 


“VY 消 ” 规 则 的 确 可 以 消去 析 取 符号 ,如 下 例 所 示 。 

1.， 一 AVB 一 一 设 已 给 出 . 

2，A| 一 C 一 一 设 已 给 出 ， 并 且 对 A 言 自由 变 元 是 保持 固定 
的 。 

3，B| 一 C-- 一 设 已 给 出 ,并 且 对 B 言 自由 变 元 是 保持 国定 的 . 

4，AVBH 一 C 一 一 V 消 (这 里 了 是 空 的 )，2，3。 

5 广 C 一 一 1，, 4. 

这 个 过 程 对 应 于 通常 非 形式 的 穷 举 证 明 方法 : 或 A 或 B。 人 情 

A 故 C. 情形 2: B 疏 C、 故 C。 
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EE ES ee i 人 


同样 地 ,如 下 所 示 , 用 习 消 可 以 消去 一 个 存在 符号 . 
1. | 一 3xA(x) 设 已 给 出 ， 
2. A(x) 线 -C 一 一 设 已 给 出 ， 并 且 这 里 C 不 含 自 由 变 元 Xs 对 


A(x) 言 自 由 变 元 是 保持 固定 的 。 
3. 3xA(x)l 一 C 一 -3 消 ，2。 
4， 上 一 C 一 一 1，3。 


这 对 应 于 习 见 的 论证 : 有 一 个 x 使 得 A(x); 试 讨论 这 个 x， 
则 C ,而 C 不 依赖 于 x。 故 C， 

同样 地 ，1] 引 对 应 于 反 证 法 . 

应 用 定理 中 的 Tr， 所 有 这 些 过 程 都 可 以 在 任何 多 的 补充 假定 
公式 之 下 而 进行 。 

下 面 证 明 A,  A 广 B( 即 : 由 一 个 矛盾 A 及 1A, 可 推出 任何 
公式 B)。 这 我 们 将 叫做 弱 1 消 规则 ， 

1. A, lA, IBF—A. 

2. A, IA, IBHF—" IA. 

3. A, IA— 1 1B— 31, 1, 2. 

4. “1 1B| 一 B 一 一 1] 消 . 
(9') 5 A, 1A| 一 8 一 一 3，4, 这 便 是 所 要 证 明 的 。 

第 三 步 等 于 说 ， 由 于 1,2 中 的 矛盾 A 及 ]A 遂 因而 贵 怪 
公式 |B。 继 续 下 去 可 得 

6. “lA[—ADB——D35|,5. 

7. AD(ADB)——— OI|,6., 

我 们 的 形式 体系 是 想 把 数论 形式 体系 化 ， 包 含 只 为 古典 观点 
所 能 接受 的 方法 (参见 $13)。 但 是 , 如 果 公 理 模 式 8 (“1 1A4 必 A) 
换 为 下 者 (参见 (9 ):7)， 那 末 所 有 的 公设 所 表示 的 原则 均 可 为 直 
觉 主义 者 所 接受 (参见 $30 未 ) 了 : 

31, TIAD(ADB)? 


1) 公设 81 表示 下 原则 ,* 由 矛盾 可 以 推出 随意 的 一 切 ”， 不 含 排 中 律 也 不 含 这 原理 
的 命题 演算 叫做 极 小 演算 ( 约 输 人 带 〈Johanson),[1936]), 这 演算 只 包含 命题 演 
算 的 公设 1 一 7。 又 ， 不 用 公认 8 的 谓词 演算 及 数论 亦 可 使 用 ' 极 小 演算 "一 名 
《参见 附录 VID 一 一 俄 译注 。 
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若 就 定理 2 的 导出 规则 来 立论 ， 这 个 更 改 便 等 于 把 ”] 消 换 为 
器 1 消 。 如 果 我 们 想 同时 讨论 这 个 体系 , 可 把 用 公设 8 的 原来 体 
系 叫 做 古典 系统 ， 而 改 用 8' 的 系统 则 叫做 (相应 的 ) 直觉 主义 系 
统 . 如 果 某 一 证 明 不 是 对 两 个 系统 均 有 效 而 只 是 对 古典 系统 才 有 
效 时 (读者 亦 不 能 希望 找 出 一 个 对 直觉 主义 系统 有 效 的 证 明 )， 其 
结果 便 用 “号 标明 。 

若 先 用 Y 引 继 用 Y 消 我们 便 得 到 下 列 的 规则 。 

个 体 变 元 的 代入 如果 x 为 一 变 元 , A(x) 为 一 公式 ， 而 + 为 


一 项 , 且 对 A(x) 的 x 言 是 自由 的 , 则 ACx)F-A(D)， 

在 叙述 导出 规则 的 应 用 时 ,我 们 常常 暗中 使 用 | 一 的 一 般 性 质 
而 作出 缩写 . 

例 1 试 讨论 下 列 的 论证 . 

1. A，BH 一 C 一 一 设 已 给 出 。 

2. A&B 一 A 一 一 & 消 . 

3， A&B| 一 B 一 一 & 消 . 

4, A&BH—C——1,2,3, 

我 们 缩写 如 下 . 

1，A，B| 一 C 一 一 设 已 给 出 。 

2， AgB 上 | 一 C-- 一 x 消 ,1. 

设 有 “FT 上天 P, P| 一 Q“( 意 指 : TH 一 P 及 PH 一 Q) ,我 们 缩写 为 
“| 一 PH 一 Q"; 更 多 的 推演 也 仿 此 , 只 要 从 第 二 个 推 洽 起 , 每 一 个 
推 次 均 以 前 面 一 个 推演 的 结论 为 其 前 提 . (但 “了 TH-P，, [一 Q 表示 
TP 及 上 一 Q.) 

例 2 

1， ADB,A| 一 B 一 一 > 消 。 

2， BHE—BVC——V 引 l. 

3. ADB, AF—BVC——1,2. 

这 我 们 缩写 为 

1，AB,，AH~BH- 一 BVC 一 一 汪 消 ,V 引 ,: 
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*§ 24. 依赖 性 及 变化 性 


对 谓词 演算 言 ,根据 定理 2 的 导出 规则 之 一 而 得 到 的 ( 即 证 明 
其 存在 的 ) 推 注 , 如 果 想 用 它 作 辅 助 推演 以 便 再 一 次 应 用 这 些 规则 
之 一 ,我 们 必须 (至 少 就 我 们 所 知道 的 ) 不 但 知道 这 些 推演 的 存在 ， 
还 要 知道 对 所 解除 的 假定 公式 言 自 由 变 元 是 保持 固定 的 。 

为 了 使 得 一 旦 需要 时 我 们 马上 得 到 这 方面 的 消息 ， 所 以 每 当 
应 用 一 规则 时 ,如 果 在 结果 推演 中 自由 变 元 是 变化 的 ,我 们 都 记载 
下 来 .我 们 可 以 把 变化 的 那些 变 元 写成 符号 | 一 的 肩 码 .这 记号 当 
然 不 够 充分 明显 ， 因 为 它 没有 表明 所 给 的 一 个 肩 码 上 的 变 元 是 对 
那 一 个 假定 公式 而 变 的 。 不 过 我 们 可 简单 的 把 肩 码 变 元 看 作 便 是 
对 自由 地 含有 该 变 元 的 假定 公式 而 变 的 . (如果 需要 更 为 明确 , 则 
可 用 文字 叙述 之 ,例如 下 文 的 引 理 8a.) 

注意 ,根据 变化 性 的 定义 ($22), 只 当 一 假定 公式 Dj 含有 自由 
变 元 7 时 , 7 才 对 它 是 变化 的 ， 

容易 看 见 , 设 给 出 ?一 推 窟 D,,*…, Di 一 E， 又 指定 假定 公式 
Dj; 以 及 在 D; 中 自由 出 现 的 变 元 y, 我 们 总 可 以 找 出 另 一 个 由 D,， 
`… ,Dl 到 EE 的 推 六 , 在 其 中 7 对 D; 是 变化 的 . (提示 : 在 玲 演 中 
引入 一 些 多 余 的 步骤 便 成 了 ., ) 因 此 我 们 的 兴趣 在 于 : 有 没有 一 推 
次 Di,…… ,DiE, 在 其 中 7 对 D; 是 不 变化 的 ;如 果 我 们 说 变 元 y 
只 对 某 某 假定 公式 而 变 , 那 是 指 有 一 推演 ( 具 相 同 的 假定 公式 及 结 
论 ), 在 其 中 7 只 对 这 些 假 定 公式 而 变 ， 

同样 ,给 出 任何 推演 D,,… ,Di 一 E, 我 们 经 常 可 以 找 出 另 

一 个 由 D …… D, 到 EE 的 推演 ， 使 得 其 中 的 结论 玉 是 依赖 于 D; 
的 ， 故 亦 作 出 与 上 类 似 的 约定 . 

记录 变化 性 的 过 程 是 非常 容易 做 出 的 《记录 依赖 性 的 亦 然 ) 。 
在 我 们 的 导出 规则 中 需要 记 下 肩 码 的 只 是 Y 引 3 消 及 代入 。(《 即 


1D 这 里 (以 后 均 同 )， 凡 给 出 一 推 病 时 我 们 均 理 解 为 同时 给 出 该 推演 的 分 析 一 一 俄 
译注 ， 
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使 这 时 , 肩 码 也 不 是 经 常 必需 的 。 例 如 , 在 Y 引 或 代入 规则 中 ,如 
果 A(x) 不 含 自由 x 时 就 不 需要 了 。 又 参见 下 文 引 理 7b.) 还 有 ， 
当 扁 码 已 经 写 下 后 ,我 们 必须 按 显然 的 方式 把 肩 码 继续 写 下 去 ,由 
所 给 的 推演 直到 结果 的 推广 为 止 (除非 有 相反 的 理由 ), 不 管 在 应 
用 本 节 的 辅助 推演 规则 时 也 好 , 不 管 在 兼用 厂 -的 一 般 性 质 《$20) 
时 的 合并 推 注 也 好 ,都 应 如 此 ， 

在 实际 上 发 生 的 情况 是 非常 简单 的 ， 所 以 我 们 处 理 它 时 将 不 
会 有 大 的 困难 。 变 化 的 变 元 经 常 是 为 着 直接 的 目的 而 预先 已 经 引 
人 和， 所 以 一 般 不 容易 被 忽略 掉 的 。 但 是 为 着 使 得 我 们 的 导出 规则 
理论 可 以 完备 起 见 ,我 们 用 下 述 各 引 理 把 事实 叙述 得 更 清楚 些 ， 

引 理 6 就 定理 1 言 ,在 结果 推 福 TH 一 A>B 中 ,ADB 之 依 
赖 于 了 中 基 一 给 定 的 公式 , 必须 在 所 给 的 推广 了 ,AHB 中 。B 
也 依赖 于 同一 给 定 的 公式 ?， 同 样 ,就 定理 2 的 其 他 辅助 推 帝 规 则 
言 ,结果 推演 中 的 结论 之 依赖 于 中 某 一 给 定 的 公式 ,必须 在 给 出 
的 推演 中 (或 至 少 在 给 出 的 两 个 推 并 之 一 中 7 该 结论 也 依赖 了 同一 
给 定 的 公式 ， 

因为 ,否则 在 应 用 该 规则 时 , 该 假定 公式 可 先 从 r 中 测 去 , 然 
后 再 依照 引 理 5 的 (11) 及 (IV) 而 引入 该 假定 公式 . 

在 V 消 中 ,如 果 C 不 同时 既 依 赖 于 TT, Al 一 C 中 的 A, 又 依赖 
于 了 ,BC 中 的 B, 则 V 消 可 以 根本 各 而 不 用 .同样 ,如 果 C 不 
依赖 于 A(z) , 则 习 消 也 可 根本 不 用 ， 

引 理 7a 就 定理 ! 言 ,在 结果 推演 T[ 斑 A2>B 中 , 某 一 变 元 
之 对 了 中 某 一 给 定 的 公式 是 变化 的 ,必须 在 给 定 的 推演 了 ,Ah 一 B 
中 , 它 对 同一 所 给 公式 也 是 变化 的 .同样 ,就 定理 2 的 其 它 辅助 推 
演 规则 言 也 如 此 , 但 习 消 中 的 变 元 x 除外 , 关于 它 将 在 引 理 7b 叙 
述 之 . 

1) 该 是 定 更 准确 些 的 意义 是 ,“ 在 定理 1 的 条 件 下 ,如 果 有 这 样 的 一 个 由 T,A 到 B 

的 推广 (及 这 推演 的 这 样 一 个 分 析 )* 其 中 了 B 不 依赖 于 天 中 已 给 的 公式 * 那 末 便 有 

这 样 的 一 个 由 大 到 AB 的 推演 (及 这 推演 的 这 祥 一 个 分 析 )， 而 人 B 亦 不 依 


关于 所 给 的 一 中 该 公式 "， 引 理 6 的 第 二 个 断定 ， 引 理 7a， 7b， 9 中 有 关于 变 元 
的 变化 性 的 断定 均 作 同 祥 的 理解 一 一 俄 译注 ， 
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引 理 7b 就 消 言 , 在 结果 推演 FTCx),3axA(z)H-C 变 元 x 只 
对 了 工 中 下 列 的 公式 才 是 变化 的 ; 它 含 有 自由 x 并且 在 已 给 的 推 莹 
FT(z)，A(xz) 斑 C 中 C 是 依赖 于 它 的 ， (在 习 消 中 ， 任 何 变 元 对 
axA(x) 都 不 变化 ; 同样 在 V 消 中 ， 任 何 变 元 对 AV B 都 不 变化 .) 

试 检查 定理 1 与 2 的 证 明 便 可 以 核验 这 两 引 理 。 就 习 消 言 ， 
如 果 在 所 给 的 推演 中 , x 对 T(x) 中 某 一 公式 是 变化 的 但 C 却 不 依 
赖 于 该 公式 , 那 末 在 作 习 消 时 该 公式 便 可 以 去 . 

根据 恋 的 一 般 性 质 ( 引 理 5 记 给 的 性 质 ) 所 作 的 步骤 而 引起 
的 依赖 性 及 变化 性 ,读者 可 自行 讨论 , 现在 只 讨论 应 用 (V) 时 有 关 
于 A 的 变化 性 .在 讨论 这 点 前 ( 见 引 理 9)， 我 们 先 证 下 述 的 两 个 
基本 引 理 . 

引 理 8a 如果 
(ID Di, D:，…… ,DE, 
其 中 ,对 7 一 II/ 言 , 只 有 变 元 yi" "9 Vip; 对 D; 是 变化 的 
(yi Yipj 等 是 两 两 不 同 的 ， 但 它们 未 必 异 于 YA "> Ykpk? 
i 关 她 , 那 末 便 有 
(ID) ~ Vy: 。 ‘Vyip. DiIOCVYa* 。 ‘Vy,D2O: ee 

(Vya* :Vy DOE):::) 

逆 理 亦 真 。 

车 用 VY 消 及 习 引 可 由 (D 得 (11)。 反 之， 由 VY 引 及 汪 消 可 由 
(GD 得 (D。 


引 理 8b 如果 给 出 一 个 由 D,……，D, 到 己 的 推 资 , 那 未 我 


们 可 改 成 另外 一 个 由 D,,"… ,Di 到 EE 的 推演 使 得 ， 把 依赖 于 Di 
(j 一 1.… ,站 的 公式 作为 前 提 而 应 用 规则 9 时 , 其 应 用 变 元 ? 必 是 
在 原来 的 推演 中 就 D; 而 变化 的 ;又 应 用 规则 12 时 ,其 前 提 绝 不 依 
赖 于 任何 假定 公式 ， 

我 们 把 所 给 的 推演 作为 引 理 8a 中 的 (TD)， 变 到 (ID , 然后 再 回 


1) 应 用 变 元 是 指出 现 于 规则 9 及 规则 12 中 的 变 元 x。 本 书 原文 偶尔 使 用 这 和 名词 
但 未 给 以 正式 的 定义 在 译文 中 我 们 将 尽 可 能 地 大 量 使 用 这 个 名 词 ; 故 特 补给 以 
正式 的 定义 ( 见 前 ) 一 一 译 者 注 ， 
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过 来 得 出 另 一 个 推演 (1)， 由 (DD 到 (DD) 时 ,规则 9 及 12 只 是 对 不 
依赖 于 假定 公式 的 前 提 而 应 用 的 。 再 由 (HI) 到 (人) 时 ， 用 到 的 V 引 
则 丛 如 本 引 理 中 所 叙述 的 . 

引 理 9 就 引 理 5 的 (V) 言 ,在 结果 推广 A,TH-E 中 , 一 变 元 
7 对 入 中 某 一 公式 是 变化 的 ， 仅 当 或 者 (a) 在 给 定 的 第 一 个 推演 
AHF-C 中 ，? 对 A 中 该 公式 是 变化 的 , 或 者 (b) 在 给 定 的 第 二 个 推 
演 C,TH-E 中 ,7 对 C 是 变化 的 ,而 在 所 给 的 第 一 个 推演 Ah--C 
中 ，C 是 依赖 于 A 中 该 公式 的 ， 并 且 信 中 该 公式 是 合 有 自由 7 
的 ， 

除却 下 列 情况 外 , 引 理 9 可 立刻 证 得 .在 所 给 的 第 二 推演 C， 
TE 中 ， 可 能 把 一 个 依赖 于 C 的 一 个 公式 作为 前 提 就 了 而 应 用 
规则 9 或 规则 12, 由 于 C 不 含 自由 y, 故 y 对 C 保 持 固 定 ， 如 果 在 
推 帝 Al 一 C 中 , C 依赖 于 和 中 某 个 含 自由 7 的 公式 , 那 末 , 两 推演 
合并 后 在 结果 推演 入 ,TH 一 E 中 ,对 人 A 中 该 公式 言 y 将 是 变化 的 ?, 
但 我 们 可 用 引 理 8b 来 把 原 给 的 推广 C, FF-~E 改作 过 再 合并 , 上 
述 的 情况 便 对 任何 变 元 7 都 不 会 发 生 了 . 

今后 ,在 新 导出 规则 中 ,有 关 依 赖 性 及 变化 性 的 事实 将 是 很 容 
易 看 出 的 ,否则 将 予以 指出 , 凡 有 变化 性 时 , 均 用 “|-~-” 的 肩 码 指出 . 
一 般 ,在 一 个 辅助 推演 规则 中 ,其 给 定 推 窒 及 结果 推演 的 假定 公式 
又 有 明显 的 对 应 时 : 在 结果 推演 中 ,对 某 个 给 定 的 假定 公式 而 言 ， 
结论 是 依赖 于 它 的 《或 某 一 变 元 是 变化 的 ), 必须 在 所 给 的 推 注 或 
推演 之 一 中 ,对 相应 的 假定 公式 而 言 , 亦 有 同样 的 梢 况 . 例子 可 见 
4 25 定理 3 及 4( 依 赖 性 ) ,$34 的 定理 15 及 16, $ 38 的 形式 归纳 
规则 , $ 73 的 定理 41(b) 及 (c), $74 的 定理 42 (IID 一 (V) 及 定理 
43《VIIa) 一 (VIIIb)，$§81 的 定理 59 及 定理 60(b2) 一 (d)， 

强 V 引 及 强 3 消 ， 有 时 我 们 在 一 个 比较 强 的 说 法 下 使 用 V 
引 和 拉 消 ,它们 允许 更 改变 元 . 

引 理 10 设 x 为 一 变 元 ,A(x) 为 一 公式 , 而 b 为 这 样 的 一 个 


127 这 时 它 将 与 引 理 所 说 相 矛 盾 一 一 译 者 注 。 
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变 元 : GD b 对 A(x) 的 x 言 是 自由 的 ，(iD b 不 自由 出 现 于 A(x) 
中 (除非 b 为 z)。 对 3 习 消 言 ,还 须 C 是 一 个 不 含 自由 b 的 公式 , 并 
设 在 辅助 推演 中 对 A(b) 言 自由 变 元 是 保持 固定 的 。 那 末 有 : 


ACbD)F-vxA(x)。 如 果 T(b), A(bD)F-c, 则 TT(b), 3xAG) 线 -C. 

( 强 V 引 ) ( 强 3 消 ) 

证 明 在 $22 例 3 中 曾 推出 规则 CDA(b) F-C 二 VxA(x). 
若 在 关于 Y 引 的 形式 证 明 (4 23) 中 不 用 公设 规则 9 而 用 本 规则 ， 
我 们 便 得 到 它 的 加 强 说 法 了 "。 

导出 规则 与 相应 公设 。 我 们 把 公设 1a，1b 及 2 叫做 沪 公 设 ， 
把 公设 3, 4a 及 负 叫做 & 公设 ,公设 7,8( 就 直觉 主义 系统 言 则 是 
7,8') 叫做 一 公设 等 等 。 在 证 明定 理 2 的 所 有 导出 规则 时 全 都 用 
到 二 公设 。 

引 理 11 试 在 逻辑 符号 > ,&k，V ,站 ,及 习 中 任意 挑选 一 
个 或 多 个 符号 ， 并 只 由 忆 公 设 及 所 选 的 符号 的 公设 组 成 一 个 形式 
系统 ,在 这 个 系统 中 ,定理 2 的 有 关 忆 和 有 关 所 选 符号 的 规则 依然 
成 立 (包括 在 强 说 法 下 的 V 及 规则 , 又 在 直觉 主义 系统 中 , 一 规 
则 须 改 用 弱 一 消 规则 )， 但 如 果 只 挑选 Y 符号 而 不 挑选 & 符号 的 
话 , Y 公设 中 须 加 入 一 个 新 公理 模式 如 下 ”, 其 中 x,A(x) 及 C 所 受 
的 限制 和 规则 9 的 相同 : 

9a. Vx(C 二 A(x)) 二 (C 二 VxA(x))。 

证 明 试 检 查 上 述 规 则 的 证 明 便 知 ， 但 如 果 该 系统 只 有 Y 而 
无 《时 ， 须 注意 下 列 例外 。 即 在 处 理 定理 1($22) 的 情形 (e) 子 情 
形 (el) 时 ,要 用 到 & 公设 . 但 当 加 入 新 的 V 模式 后 , 就 可 作 如 下 的 
更 改 了 。 

p: AD(COA(x)) 


同 前 


1) 强 3 消 也 不 难 用 局 类 方法 证 明 - 一 一 译 者 注 . 
2) 由 下 文 的 讨论 ,读者 容易 看 见 ,如 果 公设 9 不 用 上 文 的 形式 而 改 用 下 列 形式 
CICIAC)) 
CDC DVYxACx)) 
Cx, AGs) 的 限制 与 上 文 相同 而 C,, C2 不 含 自 由 x), 则 可 无 须 任何 更 改 . 以 后 
引用 这 里 结果 时 亦 同 一 一 译 者 注 。 
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户 十 1 ADVx(CIOA(x)) 一 一 规则 9,p。 

pp 十 2, Vx(C 沪 A(x)) 汪 (C 沪 VxA(x)) 一 一 公理 模式 9a. 
… 由 p 十 1 与 p+2 根据 8 :1)($21 末 ) 的 推广 . 

p+at+2, AD(CCOVxA(x)) 

树 形 推演 。 “我们 已 经 把 推演 作为 一 些 公式 (的 出 现 ) 的 线形 
叙 列 。 有 时 如 果 改 而 考虑 这 些 公式 (的 出 现 ) 所 作成 的 偏 序 , 它 将 
更 能 直接 地 表 出 推 痊 的 逻辑 结构 ,从 而 更 为 有 用 .在 这 个 排序 中 ， 
每 个 推演 的 前 提 均 直接 写 在 结论 之 上 ， 正 如 上 文 叙 述 推论 规则 时 
那样 ; 而 且 没 有 一 个 公式 (的 出 现 ) 可 以 作为 几 个 推演 的 前 提 。 依 
照 以 前 方式 排列 的 推 注 (或 证 明 ) 我 们 说 是 序列 形 的 ;依照 目前 这 
样 排列 的 则 叫做 树 形 的 。 

我 们 将 用 一 个 例子 说 明 如 何 作出 变形 ， 把 由 T 到 EE 的 推演 从 
具有 (给 出 分 析 的 ) 序列 形 的 形状 变 成 具有 树 形 的 形状 ( 希 尔 伯 特 
与 伯 尔 奈 斯 [19341,221 页 把 这 过 程 叫 做 “分 析 为 证 明 脉 ”) ,或 从 具 
有 树枝 形 的 形状 变 成 具有 序列 形 的 形状 . 

例 1 试 考虑 $21 的 推 注 (6)。 根据 分 析 , 最 后 的 公式 8 是 7 
与 5 的 直接 后 承 ， 我 们 把 7 与 5 直接 写 在 8 之 上 .7 又 为 1 与 6 
的 直接 后 承 ， 故 把 1 与 6 直接 写 在 7 之 上 等 等 。 如 果 只 列 编号 
1 一 8 ,我 们 便 得 下 列 的 图 式 。 - 


a 


1 2 
1 6 3 4 
7 5 


8 
如 果 写 下 公式 本 身 ( 用 新 编号 1 ~9 并 附 以 分 析 ) 我 们 便 得 到 
树 校 形 的 推演 如 下 ， 


(b) 第 二 假定 。 公理 模式 

第 一 假定 ”公理 模式 。 公式 4a 第 假定 
公式 4b 4’A&B 5’A&BOA 公式 
1'A&B 2’A&BDOB ， 6A |. 7:A>(B>0), 


3 人 B 8’ BOC 


了 
% C 


。 LIL。 


反之 ,从 这 个 树枝 形 推演 , 由 A 二 (B>C) 及 AskB 到 C 的 ， 只 
要 把 这 些 公式 (的 出 现 ) 列 成 线形 序列 ,例如 依 1 一 9 的 次 序 , 我 们 
便 得 到 序列 形 的 推 资 (与 原 给 的 不 同 ) 了 . 

简单 地 说 ， 树 枝 形 的 推演 的 一 支 是 指 ， 在 树枝 形 结构 范围 之 
内 ,由 上 而 下 把 公式 (的 出 现 ) 排 成 线形 序列 ,从 作为 公理 或 假定 公 
式 而 出 现 的 公式 开始 ,到 达 推 注 的 结论 (或 尾 公 式 ) 为 止 。 最 长 的 
一 支 的 长 度 ( 即 层 数 ) 叫 做 该 树枝 形 推演 的 高 度 。 如 果 两 公式 同属 
一 支 但 一 公式 在 别 公 式 之 上 , 则 说 前 一 公式 《的 出 现 ) 在 后 公式 之 
上 (而 后 者 在 前 者 之 下 ). 

例 1( 续 完 ) 推 洽 (b) 有 五 支 , 即 : 1', 3’,9'; 2,3,9; 4 6 ， 
8 ,9 ;5,6,8,9'; 789 。 高 度 为 4。 公 式 4 (的 出 现 ) 在 8 之 
上 但 不 在 3 之 上 ， 
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第 六 章 命题 演算 


5 25. 命题 字母 公式 


在 本 章 中 我 们 把 形式 体系 中 只 用 群 Al 的 公设 的 那 一 部 分 特 
别提 出 , 以 作 深 入 的 研究 ， 因 此 “可 证 的 “可 推演 的 ?及 咎 ?的 意 
义 亦 须 作 相应 的 理解 . 

根据 $17 中 就 全 系统 而 给 的 关于 ‘公式 ' 的 定义 ,我 们 所 有 的 
公式 都 是 建立 在 数论 符号 体系 之 中 的 . 但 是 如 果 我 们 只 限于 群 
Al 的 公设 ,这 个 符号 体系 还 含有 好 些 不 相干 的 东西 . 

为 了 把 命题 演算 应 用 到 数论 系统 去 ， 而 把 我 们 对 它 的 处 理 的 
一 般 性 加 以 限制 , 那 是 不 满 人 意 的 ， 但 是 另 一 方面 ,我 们 又 必须 为 
这 个 应 用 准备 好 基础 . 

现在 ,我 们 为 命题 演算 的 应 用 而 给 出 公式’ 的 另 一 定义 , 它 可 
以 消除 数论 式 定义 内 不 相干 的 东西 . 

我 们 首先 引 和 一 种 新 的 形式 符号 

A, B, C, ... | 
叫做 命题 字母 ,我 们 假定 它们 有 ( 洪 伏 的 ) 无 穷 多 个 .下面 便 是 ' 公 
式 ’ 的 新 定义 . 

1. 命题 字母 是 一 公式 . 2_5. 如 果 人 A 与 B 为 公式 , 那 末 A) 
(B)，(A)&(B),，(A)V (8) 及 -1(B) 亦 是 公式 ，6. 只 有 由 1 一 5 给 
出 的 才 是 公式 . 

试 将 这 定义 与 $17 的 定义 比较 ， 可 见 从 前 定义 的 名 1 被 这 里 
新 的 名 1 代替 了 ,而 句 6 一 7 则 删 去 了 ， 如 果 我 们 想 区 别 这 两 种 公 
式 的 概念 , 则 $17 的 可 以 叫做 数论 公式 ,而 这 里 的 岂 做 命题 字母 公 
式 . 

胃 1 AV(-AV 加 是 一个 全 字 时 公式 (我 们 对 采用 


*。 113。 


$17 处 所 建立 的 惯例 ,把 括号 省 去 ). 

今后 我 们 约定 ,在 本 章 中 , 当 我 们 说 “公式 "而 没有 明 指 其 特别 
意义 时 , 它 可 指 命 题字 母 公式 , 可 指 下 章 所 定义 的 谓词 字母 公式 ， 
亦 可 指数 论 公 式 . (还 可 指 别 的 适当 意义 的 公式 .但 为 确定 地 方 ， 
我 们 只 限于 这 三 种 ， 而 不 考虑 下 问题 ， 别 的 意义 中 哪些 算是 适当 
的 意义 .) 


费 多 少 思索 就 能 应 用 到 三 个 形式 系统 之 一 去 ， 这 三 个 系统 都 以 群 
Al 作为 公设 表 , 但 公式 的 意义 却 不 同 。 这 二 个 系统 可 以 分 别 地 RY 
做 纯 命题 演算 ,谓词 字母 的 命题 演算 和 数论 的 命题 演算 , 

但 是 我 们 的 结果 中 ,有 一 些 结果 却 只 用 “命题 字母 公式 ”来 叙 


， 述 . 它们 也 可 以 一 般 地 应 用 的 。 唯一 的 差异 点 在 于 , 这 些 结果 更 


易于 用 命题 字母 来 阐明 ,如 果 需 要 的 话 , 读者 可 自行 根据 下 文 ( 定 
理 3 与 人 ) 所 给 出 的 两 条 一 般 的 翻译 规则 , 把 它们 译 成 其 它 意义 的 
公式 ， 

设 P,……, Pm 为 一 列 的 不 同 的 命题 字母 . 《这 里 “Pr ，……， 
“P。” 为 元 数学 字母 ,用 作 命 题字 母 的 名 ,因为 我 们 不 想 把 我 们 的 讨 
论 局 限于 只 用 特殊 的 命题 字母 .) 

一 命题 字母 公式 A 叫 做 由 Pi,**…,Pm 组 成 的 , 如 果 在 A 中 除 
P,，…:P 外 没有 其 它 的 命题 字母 出 现 . 

例 2 AV( 一 AzB) 是 由 A, B,C 组 成 的 命题 字母 公式 ， 

对 一 命题 字母 的 代入 (或 对 儿 个 不 同 的 命题 字母 的 同时 代入 ) 
和 $18 中 对 变 元 的 代入 所 规定 的 一 样 , 不 同 的 是 : 现在 无 例外 地 
对 该 字母 的 一 切 出 现 都 代 人 【因为 已 经 没有 约束 出 现 了 ).。 此 
外 ， 在 本 节 下 文 我 们 还 使 用 一 个 运算 叫做 对 一 公式 的 一 切 出 现 作 
薪 换 (或 对 几 个 不 同 公式 的 同时 替换 ), 它 可 类 似 地 定义 (这 时 518 
的 定义 中 的 x 便 变 成 了 一 个 公式 ); 这 运算 是 不 会 含混 的 , 因为 各 
个 出 现 是 不 会 彼此 重合 的 . 

定理 3 命题 字母 的 代入 ， ” 设 T 为 一 些 命题 字母 公式 而 五 
是 由 不 同 的 命题 字母 P,,*…, Pw 组 成 的 一 个 命题 字母 公式 。 设 
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因此 ,在 本 章 中 ,凡是 简单 地 提 到 “公式 ”的 那些 结果 都 可 以 不 


| 


A:，…An 为 公式 ， 当 把 P，…，P。 同时 分 别 以 A，… ,A 代 
人 时 , 设 了 与 E 分 别 变 成 性 与 了。 如 果 工 一 E, 则 普 [ 一 E。( 妆 
了 为 空 集 时 , 便 是 : 如 果 睹 -E 则 上 ~-E*.》 

证 明 对 群 Al 的 公设 言 , 对 在 公设 中 出 现 的 A, B,C 并 未 作 
什么 要 求 ， 除 却 要 求 在 每 个 公设 的 应 用 中 它们 须 是 一 些 固定 的 公 
式 . 现在 试 讨论 在 纯 命题 演算 中 一 个 给 定 的 由 T 到 E 的 推演. 诺 
公式 与 公式 E 是 由 不 同 命题 字母 P,,*… ,Ps 组 成 的 命题 字母 
公式 ,但 除 这 些 字母 外 ,在 推演 的 其 它 公式 中 可 能 出 现 其 它 的 字母 
Po Pmtr， 设 Amnri，""* ,Amt 为 任何 公式 .在 所 给 推演 的 
每 个 公式 中 , 把 每 个 命题 字母 P,,*… ,P+ 全 都 分 别 以 A,,*…， 
Ansr 代入 ,在 所 给 的 推 窒 中 ,对 于 公设 的 每 一 次 应 用 , 都 将 由 于 这 
个 代入 而 把 公设 中 的 A, B,C 变 成 表达 式 A*, B*, C* (A 的 每 次 
出 现 必 变 成 A* 的 一 次 出 现 等 等 )， 表达 式 A*, B*, C* 等 必 仍 为 
公式 ,因为 由 公式 A,,…* ,Amt: 而 构成 A*, B*, C* 的 过 程 ( 即 如 
何 应 用 命题 字母 公式 的 定义 中 的 名 2 一 5 之 一 )， 恰 和 由 命题 字母 
PPn+r 而 构成 A, B,C 的 过 程 相对 应 ,后 者 仍 使 用 定义 中 的 
同样 的 句子 .因此 我 们 仍 得 到 同样 公设 的 应 用 . 因此 所 给 的 推演 
经 过 这 代入 后 所 变 成 的 公式 序列 , 仍 构 成 一 个 推 福 , 且 有 同样 的 分 
析 , 它 便 是 由 T* 到 E* 的 一 个 推演 . 

例 3 为 说 明 这 条 规则 的 证 明 , 试 考虑 下 列 的 由 BB 到 A 汪 B 
的 推演 ， 

1. B 一 一 假定 公式 ， 

(a) 2. BO(ADB) 


公理 模式 1a. 

3， 4 了 有 一 一 规则 2,， 1, 2. 
若 把 入, 8B 分别 代 以 B, 一 AzC( 或 3c(a = 一 re ')， Ta = = = 0)， 我 们 便 
得 到 下 列 的 推演 (b)( 或 (c))， 和 (a) 具 有 同样 的 分 析 : i 

1. -1AgC 一 一 假定 公式 . 

( 2, 门 4xkC(B2 4xC) 一 -公理 模式 1a。 

3. Bo(1AgO) 一 一 规则 2, 1, 2， 

1, “la 一 0 一 一 假定 公式 ， 
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(c) 2. la 一 0D2(ac(a 一 c)D2 人 aa 一 0) 公理 模式 .1a。 
3. 3c(a 一 e) Da 一 0 一 一 规则 2, 1, 2. 


著 仍 用 这 两 例 来 说 明 本 规则 的 应 用 ,我 们 知道 (由 于 (a)) 有 


(a') BH-—ADB. 

那 末 本 规则 便 人 允许 我 们 根据 所 说 的 代 人 而 推 得 
(b’) ACH—-BIO AgC. 

(ce’) "a = 003e(a = ce) Dh a= 0, 


在 第 一 种 情形 (由 (2') 到 (b’)), 我 们 是 在 纯 命题 演算 内 使 用 这 个 规 
则 , 这 时 这 个 规则 便 成 为 一 个 辅助 推广 型 的 导出 规则 ， 在 第 二 种 
情形 ,由 于 代 人 以 另 一 种 意义 的 公式 的 缘故 ,我 们 是 使 用 这 个 规则 
而 由 纯 演算 中 的 (a') 而 推出 数论 命题 资 算 中 的 (c ). 
显然 ,(x), (b')，(c) 等 等 都 可 以 包括 在 下 列 的 陈述 之 内 : 如 
果 A,B 为 公式 则 
《107) . BF—ADB,. | 
-这 规 风 的 总 看 来 不 过 是 。 当 已 经 应 用 特殊 的 命题 字母 人， 
等 而 建立 了 一 个 可 推演 性 关系 后 ,我 们 便 可 以 在 模式 的 
证 鸭 关 和 并 有 于 学 字 人 A 7 “B”,“C” 等 来 表示 
任何 公式 . 
根据 这 个 附注 以 及 以 前 的 注意 ($22), 即 当 加 入 新 公设 后 , 直 
接 型 的 规则 TH 下 永远 继续 有 效 ,我 们 便 可 以 知道 , 凡 在 本 章 中 所 
获得 的 PH-E 形 的 一 切 结果 (不 管用 命题 字母 来 叙述 或 否 ), 对 以 
后 各 章 永 远 有 效 ,在 那里 ( 指 以 后 各 章 一 一 译 者 ), 我 们 更 多 注意 于 
各 公式 的 结构 ,和 在 原来 的 形式 体系 的 公设 表 中 使 用 更 多 的 公设 ， 
”附注 1 在 纯 命题 演算 中 ， 代 人 可 以 每 次 只 就 一 个 变 元 了 而 
进行 ， 即 使 用 该 规则 时 ， 抬 A，…，Ai-:，Ait。"…，4nm 取 作 
Pis, ……，Pi- Pi+1， 四 


”1) 其 实 ?不 限于 命题 演算 。 也 不 限于 对 命题 字母 的 代 人 。 可 以 说 , 在 任何 演算 中 ， 
对 任何 多 个 不 同 变 元 《任何 种 类 ) 的 同时 代入， 都 可 以 每 次 只 就 一 个 变 元 进行 . 
但 这 时 必须 非常 小 心 。 设 在 公式 AVB 中 ,对 A>B 同时 以 ByC 代 和 人， 可 得 公式 
BVC。 如 果 逐 次 代入 ,每 次 只 代 一 个 谈 元 而 不 小 心 注意 ; 则 在 AVB 中 ,对 A 以 
B 代 人 得 BVBs 再 对 B 以 C 代 入 ， 则 得 CVC, 与 原来 结果 不 同 了 ,这 表明 * 当 
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一 公式 叫做 素 的 (对 命题 演算 言 ), 如 果 它 不 具 下 列 各 形 之 一 ， 
ADB, A&kB, AVB, “1A, 而 A 与 B 为 公式 . 

例 4 a 一 0,3c(a 一 Cc) 及 ve(a 一 cVa 一 5) 是 素 的 ,但 
ma 一 0 与 7a 一 0&3ec(a 一 c) 则 否 . 就 命题 字母 公式 言 ， 只 当 
它 是 一 个 命题 字母 时 才 是 素 的 . 

因为 在 一 公式 中 ,运算 子 2 , &,V ， | 的 辖 域 可 以 毫 无 含混 地 
认得 出 来 ($17), 所 以 任何 给 定 的 公式 都 可 以 从 素 公式 出 发 , 根据 
唯一 决定 的 方式 ,应 用 公式 定义 中 的 名 2 一 5 而 构造 出 来 .一 公式 
或 一 些 公式 所 据 以 造 出 来 的 素 公 式 便 叫做 该 公式 或 公式 集 的 不 同 
的 素 成 份 (对 命题 演算 言 ). 

例 5 a=0V( la= 03c(a = ee’))DVe(la =e Va=b) 
的 不 同 的 素 成 份 是 a 一 0, ace(a 一 ch),vc(a 一 ccVa 一 0). 

定理 4 命题 字母 的 逆 代 入 ”在 定理 3 的 条 件 之 下 ,再 设 Al， 

… ,A 为 不 同 的 素 公式 , 那 就 有 : 如 果 T*HF 一 E*, 则 TE. 

证 明 ” 试 考虑 一 个 给 定 的 由 IT* 到 E* 的 推 渝 ， 在 公式 T* 与 
E* 中 , 不 同 的 素 成 份 是 公式 A,,… ,Amn。 推 福 中 其 它 的 公式 可 能 
有 一 些 新 的 不 同 素 成 份 Am+19” *' 3 Am+r. 设 Pi Pmtr 为 命 
题字 母 .在 所 给 的 推 注 的 所 有 公式 中 , 试 把 A,,'… , Amt++ 的 每 一 
次 出 现 都 同时 分 别 替 换 以 P,,……… ,Pm4;。 试 考虑 在 所 给 的 由 T* 到 
E* 的 推 福 中 各 公设 的 应 用 . 马上 可 以 看 出 (用 $17 所 例 释 的 引 理 
3), 这 些 替换 是 在 公设 中 的 A, B,C 之 内 实行 的 ,替换 结果 得 出 命 
题字 母 公式 A', B', C', A 的 每 次 出 现 都 变 成 A' 的 每 次 出 现 等 等 。 
因此 , 所 给 的 由 FT* 到 E* 的 推广 便 变 成 命题 字母 公式 的 一 个 序列 ， 
这 序列 就 是 由 到 E 的 推广 , 且 具 有 同样 的 分 析 ， 电 本 证 明 的 方 
法 可 以 看 见 , 这 个 逆 代 入 规则 亦 可 以 表述 如 下 : 


0 
把 多 个 变 元 的 同时 代入 改 为 逐次 对 一 个 变 元 的 代入 时 ， 不 能 照 原 米 的 规定 逐次 
做 去 ,而 应 先 做 一 番 准 备 工作 。 准备 工作 可 如 下 做 去 ， 凡 在 EE 中 对 Pi … 

同时 以 A1>…, Am 代 人 时 ， 如 想 每 次 只 对 一 个 变 元 代 人 ， 可 挑选 不 出现 于 my 
Ais "> Am 的 任何 一 个 之 中 的 变 元 Qi …，Qnm? 然后 以 Qi 代 Pi， 以 Q: 代 
Ps 以 Qm 代 Pm; 以 Al 代 Qi 以 入 2 代 Q29…"" ;以 Am 代 Qm 便 得 . 例如 ， 在 
上 看 的 例子 中 ,可 逐次 得 出 QiVB，Q:VQ:，BVQ:， BVC, 与 原来 结果 相同 ， 
又 参看 $30 例 3 一 一 译 者 注 。 
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定理 忽 第 二 说 法 )。 设 T* 为 一 些 公式 ，E* 为 一 公式 ， 以 
A,,-…… :An 为 其 不 同 的 素 成 份 ， 设 P,,*…… ,Pm 为 命题 字母 ,不 必 
不 同 . 设 把 Al,-…, A 的 所 有 出 现 均 同时 分 别 代 以 Pi,*… ,Pm 
时 T*,E* 分 别 变 成 T, E。 如 果 7T*| 一 E# 则 TE. 

除非 把 “公式 ”理解 为 命题 字母 公式 以 外 的 公式 ， 否 则 定理 4 
包括 于 定理 3 之 中 . 

例 6 为 了 说 明 这 个 证 明 , 设 在 所 给 的 由 T* 到 E* 的 推演 中 
(例如 在 例 3(c) 步 张 2 处 ), la 一 0 了 (3c(a 一 c) 字 一 a 一 0) 这 公 
式 根据 模式 1a 作为 一 个 公理 而 出 现 . 现在 试 把 彼此 不 同 的 素 成 
份 a 一 0, 3e(a = ce') 分 别 代 以 命题 字母 A, B( 或 均 同 代 以 4)， 
我 们 便 得 A 汪 (B 刁 14)( 或 4>2(42 4))， 这 是 一 个 根据 
模式 1a 的 纯 命 题 演算 的 一 个 公理 。 但 如 果 把 & 一 0 及 3c(a 一 
ce) 汪 la 一 0( 后 者 不 是 素 的 ) 代 以 4, BB 或 者 把 三 个 素 成 份 a 一 
0, ac(a 一 c'), a 一 0( 首 尾 两 者 并 非 不 同 的 ) 代 以 和 A, B,C, 结 
果 便 不 是 根据 模式 1a 的 公理 . 

例 7? 为 了 例 释 逆 规 则 的 应 用 ,我 们 先 承 认 (在 $28 例 3 处 将 
作证 明 》 在 纯 命题 演算 中 4V( 4AxB) 是 不 能 证 明 的 。 若 把 
a 一 0 及 3c(a 一 e') 分 别 蔡 换 入, B, 根据 逆 规 则 可 知 在 数论 的 
命题 演算 中 ,a 一 0V( la 一 0&3ela 一 ec)) 是 不 能 证 明 的 , 即 在 
我 们 的 原来 系统 中 , 这 公式 不 能 只 根据 群 Al 的 公设 而 证 明 ( 虽 则 
若 用 全 体 公设 它 是 可 以 证 明 的 ， 见 $ 39). 但 却 不 能 从 纯 演 算 中 
4V( 4xkB) 的 不 可 证 性 推出 数论 命题 演算 中 a= 一 0V( la=0 
& ”la 一 0) 的 不 可 证 性 ， 为 什么 呢 ? 


$ 26. 等 价 人 性 ,替换 


设 A, B 为 公式 .我 们 把 〈(A>B)x(B 二 A) 缩写 为 “A~B . 
符号 “~” 可 以 读 作 “等 价 于 ”。 它 和 形式 运算 子 有 同样 的 作用 , 当 
放 在 系统 中 两 个 公式 之 间 的 时 候 它 便 给 出 系统 中 另 一 个 公式 ， 当 
省 去 括号 时 , 它 的 秩 在 其 它 的 形式 运算 子 之 前 ($ 17)， 
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我 们 说 ,在 命题 演算 中 或 别 的 形式 体系 中 A 等 价 于 B ,如 果 在 
该 形式 体系 中 有 上 HA~B。 这 里 ， 等 价 于 "一 语 是 作为 元 数学 上 的 
动词 来 使 用 的 , 当 把 它 放 在 系统 中 两 个 公式 之 间 的 时 候 , 便 给 出 关 
于 该 两 公式 的 一 个 陈述 . . 

定理 5 如 果 A, B 与 C 为 公式 , 则 : 


*]. f—ADA., *2. ADB, BOCH—ADC., 
*3. A 二 (B 二 C)[ 一 B 二 (A 二 C)， 
*4. AD(BIOC)H— A&BOC. *5, AgBOCH—AD(BOC)., 


(同一 律 ,连锁 推论 律 , 互 换 前 提 律 ,输入 律 ,输出 律 .) 
*6. ADBI— (BOC)IO(ADC),. *7. ADBI— (CHOA)I CORB). 
*8a, ADBH— AgCOB&C., *gb. ADBH— C&A DC&B. 
*9a. ADBH—AVCOBVC. *gb. ADBH—CVADCVEDB,. 
《在 一 蕴涵 式 中 引入 结论 ,引入 前 提 , 引 入 合 取 项 ,引入 析 取 项 .)》 
*10a. IAF—ADB,. *10b. A—TIADB,. *l1. BE—ADB. 
《 依 驳 其 前 提 或 证 其 结论 而 证 一 蕴涵 式 .) 
*]2. ADBH— BO TIA., *]13. AD IBH— BO TIA., 
14? “IADBH— "IBDA., *152 “IADTIBH—BOA., 
〈 换 质 位 及 删 去 双重 否定 的 换 质 位 ,) 
*16. A 二 B;,B 二 A[ 一 A~B, 

*17a. A~BH—ADB. *17b. A~BH 一 B 二 A。 
*18a. A~B,AF—B. *18b. A~B,BH—A. 

(根据 用 二 及 & 表示 的 关于 ~ 的 定义 .) 
*19, -A~A. *20. A~BF-B~A。 *21. A~B,B~CH-A~C., 

《等 价 关系 的 自 反 性 ,对 称 性 及 可 传 性 .) 
*22, AD(BOC), TIA, 1 BE IC, 
*23, “1 1(ADB)H AIT BE. 
*24. ~] 1CADB), 1 IBOOCOHF TIADO). 
*25, | 一 一 一 (AskB)~ 1 1A& 1 1B, 在 特例 有 

(A~B)~ I (ADB)r 1 1(BOA), 
(对 直觉 主义 系统 有 趣 的 一 些 补充 结果 .) 


*。119。 


证 明 其 中 八 个 已 经 证 明 过 了 , 如 下 : *1 见 8$20(1'); *2 见 
$21(8'): 1; *3 见 $21(5)，3; *4 见 $21(6'): 2; *5 见 $21(7'); 
*6 见 $21(8 ):， 2; *10a 见 ? $23(9'): 6; *11 见 $25(10)。 其 余 
的 读者 可 用 定理 2 所 引 的 命题 演算 的 导出 规则 ($23) 而 证 明之 , 例 


如 : 


*9a, 1. 
. ADB,CH—BVC— V3 引 l. 

. A 了 DB,AVCH—BVC 一 一 V 消 ;1, 2. 
. ADBH—AVCOBVC—— D5, 3。 
. ADB, 1B, A—B 一 一 六 消 . 

. ADB, TB, A 1B.. 

. ADB, BF— "1A— 引 , 1, 2。 

. ADBH— BIOTA— D3 引 , 3, 


*]12, 


> 


*14. 
*22. 


*23。 


*24, 


2. 


ADB,A 六 B| 一 BVC 一 一 2> 消 ，V 引 。 


仿 *12 ,但 在 第 三 步骤 处 须 再 使 用 1 消 ， 


. AD(B2>2C),B[ 斑 A>C- 字 消 ,*3( 或 821(5 2)。 
. AD(BOC),BHE— 7 AD TIC 
. AD(BOC), TIA—BDOTT 1C—D 消 ,31,2. 

. AD(BOC), TA TT BOT Co—*13, *12, 3, 


*12 两 次 ,1. 


在 *22 中 把 A, B,C 分 别 取 为 A 二 B, A, B 便 得 


. (A 汪 B)>(ADB), ”17I(ADB), 1A 1B。 但 我 们 


有 : 


. | 熏 (A 汪 B) 刁 (A 太 B) 一 一 *1。 故 得 : 
在 *22 中 把 A, B, C 分 别 取 为 A 了 B, BC 及 ADC 便 得 
1. 


(ADB)IO((BOC)IH ADC)), 11(ADB), "1 I(BS 


c)| 一 人 1(4>2C)， 但 是 我 们 有 : 
瞩 (ADB)IO(BOC)ID (ADC))—— I,*6. 


1) 在 (9'): 6 的 证 明 既 用 到 8°, 自 不 适用 于 直觉 主义 系统 ,对 后 者 须 履 用 8 才 对 . 
今后 凡 直 觉 主义 系统 及 古典 系统 同时 成 立 的 定理 ( 即 不 标 有 “*” 号 的 )、 如 果 作 
者 只 给 出 古典 的 (而 为 直觉 主义 者 不 承认 的 ) 证 明 , 译 者 均 特别 注 出 ， 望 谈 者 补 
充 直 党 主义 的 证 明 * 这 样 才 算 系 统 完整 一 一 译 者 广 。 
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*25。 在 *22 中 把 A, B, C 分 别 取 为 4, B, AgB, 并 用 公理 模式 3 
($19) 便 得 门 一 A，, 门 一 BH 一 门下 (AsB)。 若 应 用 *12 两 次 于 
公理 模式 4a 便 得 上 厂 了 (A&B) 汪 1A 等 等 . 
替换 设 A 为 一 形式 表达 式 , 试 考虑 另 一 形式 表达 式 C?. 可 

能 A 作为 C 的 一 个 (连续 的 ) 部 分 而 出 现 ;并 且 , 这 还 可 以 在 多 种 方 

式 之 下 而 发 生 . 今 设 的 确 如 此 ,如 果 还 有 多 种 方式 的 话 , 则 可 明 指 

( 即 特 别 指定 之 意 一 一 译 者 ) A 在 C 中 的 某 一 个 出 现 ?. 当 已 把 A 

在 C 中 的 某 一 个 出 现 作 了 明 指 后 C 可 以 记 为 “Cc”. 若 用 毗连 记 法 ， 

C。 便 是 EAF， 其 中 EE 及 F 为 在 该 明 指 部 分 A 以 前 及 以 后 的 部 分 

《可 能 为 空 部 分 ). 今 设 B 为 一 形式 表达 式 . 把 C 中 该 明 指 部 分 A 

替换 以 B 的 结果 便 是 表达 式 EBF。 这 可 记 为 “Ce”， 

试 将 这 里 的 替换 定义 与 $18 所 给 的 代入 定义 作 比较 ， 蔡 换 是 

对 由 一 个 或 多 个 符号 所 成 的 表达 式 的 一 个 明 指出 现 处 而 作 的 . 代 

人 则 是 对 一 个 符号 的 所 有 出 现 处 而 作 的 ， 如 果 分 别 “ 自 由 ’ 出 现 与 

约束” 出 现 的 话 , 则 只 对 所 有 自由 出 现 处 而 作 . (在 $25 中 我 们 是 

就 所 有 出 现 处 而 作 蔡 换 的 ， 这 不 过 相当 于 继续 施行 这 里 所 定义 的 

替换 吧 了 ， 即 对 一 表达 式 中 某 个 表达 式 的 原来 不 相交 有 登 的 各 出 现 

处 继续 施行 这 里 的 替换 . ) 

: 创 1 如 果 A 是 4D2B， Cs 是 (AD2B)gDm(CA22P)VD 

A), 而 8 是 一 AVB, 则 C 是 (A>B)ex 一 (( 一 4AVB)YVDmA). 

上 面 的 替换 定义 是 对 一 般 的 形式 表达 式 而 作 的 . 当 A, CA 及 

B 都 是 命题 字母 公式 (如 例 1) 时 , 我 们 便 有 下 列 的 情况 ( 若 根据 命 

题字 母 公 式 的 定义 ($25) 而 对 运算 子 的 辖 域 ($17) 加 以 分 析 , 便 可 

以 严格 地 证 明了 ): 公式 Cs 可 以 由 明 指 部 分 A 出 发 , 应 用 命题 字 

母 公式 的 定义 中 句子 2 一 5 而 作出 ， 若 用 平行 的 步骤 但 由 B 出 发 

时 , 便 可 以 由 B 而 作出 Cs。 当 A 给 出 后 , 由 A 而 作出 CA 的 步骤 个 

数 ,除去 作出 不 含 A 的 明 指出 现 的 那些 部 分 所 需 的 步骤 外 , 便 叫做 


1) A，C 均 未 必 为 公式 一 一 译 者 注 ， 
2) 在 本 节 中 ( 见 例 1), 这 明 指 是 用 标 出 底线 而 给 出 的 一 一 俄 译注 。 
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在 C 中 A 的 该 出 现 的 深度 ， 换 名 话说 , Cs 中 部 分 A 的 深度 是 指 所 
有 其 辖 域 中 含有 A 的 那些 运算 子 的 个 数 . 

例 1( 续 ) 由 A 到 Ch 及 由 B 到 Cs 的 平行 构造 如 下 ， 而 深度 
为 3。 


ADB AVB 
(ADB)V™A ("AVB)V1A 
7((ADB)V™TA) (AVB)V™TA) 


(ADB)a™((ADB)V™TA) (ADB)e7T (NAVB)V7TA) 

定理 6 如 果 A, B,C 及 Ca 为 命题 字母 公式 ,它们 的 关系 恰 
如 上 面 的 替换 定义 处 所 叙述 , 那 末 A~BH 一 CA~Ca. 《替换 定理 ) 

证 明 就 A 在 Cs 中 的 深度 而 作 归 纳 ， 在 归纳 时 A 与 B 固定 . 
归纳 命题 是 ， 设 A, B 固定, C4 为 任 一 公式 、 其 中 A 的 其 个 明 指 
出 现 的 深度 为 4, 那 末 定 理 所 述 的 是 真确 的 ， 葛 基 : A 在 Ch 中 的 
深度 为 0. 这 时 Ch 为 A 而 Cs 为 B。 本 定理 的 结论 是 : A~B 一 
A~B， 这 可 由 上 -的 一 般 性 质 推 得 。 归 纳 推 步 : A 在 Cs 中 的 深度 
为 4 十 1。 根据 归纳 假设 , 对 任何 命题 字母 公式 MA, 只 要 在 其 中 
A 的 明 指 出 现 有 深度 4, 我 们 便 有 A~BH 一 Ma~Ms。 但 Cn 必 为 
下 列 七 形 之 一 : MADN,NDMA ,MA&kN，N&MA ,MAVN, NVM,, 
Ms, 其 中 MA 与 N 为 命题 字母 公式 , 而 A 在 MA 中 具 深 度 4 根 
据 归 纳 假设 有 A~ BF-MA~Ms。 更 由 下 列 引 理 中 适当 的 一 款 (把 
Ma 作为 引 理 中 的 A, Ms 作为 B 而 N 作 为 C) 便 得 MA~ Ms 上 -CA~~ 
Cs。 故 得 A~ Bl 一 CA 一 Cs， 

关于 替换 的 引 理 ”如果 A, B 与 C 为 公式 , 则 : 
*26. A~BH—ADC~BOC. *27. A~BH—CODOA~CDB, 
*28a. A~PBH— Ag&C~ Bg&C. *28b. A~BH— C&A~C&B, 
*29a. A~BH-—AVC~BVC. *29b. A~BH~CVA~CYVYB. 

| *30. A~B| 一 一 A~ 一 B。 

证 明 
*26. 1. A~ Bl 一 B 二 A 一 一 & 消 (*17b)。 

2. A~BH--(A2C)>(BDC) 


#6， 1 
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3. A~3[ 一 (3B>>C)D2(A2C) 一 一 仿 上 ,但 用 *17a 及 *6， 
4. A~BH—ADC~BIOC——& 引 ，(*16)，2，3， 
*27。 仿 上 ,用 *17a 及 *7, 再 用 *17b 及 *7. 

例 1( 续 完 ) 在 C4 与 C; 的 平行 构造 过 程 中 , 试 把 ~ 写 在 四 对 
公式 的 中 间 . 所 得 的 四 个 结果 公式 ,第 二 个 可 由 第 一 个 根据 *29a 而 
推出 ， 第 三 个 可 由 第 二 个 根据 *30 而 推出 、 第 四 个 由 第 三 个 根据 
*28b 而 推出 ， 继 续 合 并 这 些 推演 ,我 们 便 得 到 由 A~B 到 Ca~ Ca 
的 推 注 ,这 是 根据 定理 6 的 证 明 方法 而 得 到 的 . | 

定理 6 是 就 命题 字母 公式 而 叙述 的 ， 但 根据 代 和 人 规则 ($25 
定理 3) 它 亦 可 以 适用 于 别 种 意义 的 公式 ,只 要 A, B, CA 可 由 命题 
字母 公式 把 其 中 的 命题 字母 同时 代 人 以 公式 而 得 的 便 成 。 因此 ， 
或 者 直接 用 上 文 定理 6 的 证 明 方 法 便 得 : 

定理 6( 第 二 说 法 ) 如 果 A, B 为 公式 ,Cs 是 由 A 的 一 个 明 
指出 现 只 用 运算 子 刁 , &, V 1 而 组 成 的 公式 ,把 A 的 这 个 出 现 换 
为 B 后 CA 变 成 Ca , 那 末 : A~BH 一 CA 一 Cs。 

例 2 设 x 为 一 变 元 , A, B 与 C(x) 为 公式 .由 定理 得 A~B 
| 一 4AVYx(ADCCx)) ~BVYx(ADCGx))。 (这 可 当 作 从 A~B 
[一 4VC~8VC 中 对 和 A, B,C 分 别 代 人 以 A，B，VYx(AD 
C(x)) 而 得 .) 但 我 们 现 有 的 工具 不 足以 由 A~B 而 推出 AV 
Vx(A2>CGD))~AVYvx(B 二 CCx))， 这 里 须 被 蔡 代 的 A 的 出 现 是 在 
Vx(A 祈 C(x)) 的 内 部 ,因此 CA 不 能 由 这 个 A 的 出 现 仅仅 用 运算 子 
汪 ,&，V ， 而 构成 . 

系 在 定理 ( 任 一 说 法 ) 的 条 件 下 ,有 : A~B, Cl 一 Ca. (等 
价 关 系 的 替换 性 .) 

由 定理 6 依 *18a 而 得 .〈 反 之 , 根据 *19, 把 CA~Ca 作为 系 
中 的 CA， 便 可 以 由 系 与 *19 而 得 出 定理 6 来 。 本 定理 以 各 引 理 
*20 一 *30 作为 特例 , 即 深度 为 1 时 的 特例 .) 

我 们 所 讨论 的 结果 是 就 每 次 只 对 A 的 一 个 出 现 作 替换 而 言 
的 .但 这 结果 继续 用 下 去 便 可 以 对 任何 多 个 出 现 作 替 换 了 ， 

等 价 链 ”在 证 明 命 题字 母 公式 的 等 价 关 系 时 ， 我 们 可 以 用 下 
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列 的 缩写 法 来 表示 。 如 果 对 于 每 个 i(i 一 1， … ,站 或 者 : 

(a) Ci 与 Ci-: 是 同一 个 公式 ;或 者 

(bi) 三 Cu~C; 或 (bz)H 一 Ci 一 Cu 或 者 

(c) 当 有 (1)FA;~B, 或 (2)FB~A 时 ,把 A; 的 一 处 或 多 
处 出 现 换 为 B 后 可 由 C-: 得 出 C;; 
这 时 我 们 便 写 

HG~C~ ~ CC 

这 样 , 我 们 可 把 “Co~Ci~……: ~Csi~Cs” 当 作 (@ “ -((C~ 
CO&(Ci~C) )& “” “&(Co_2~ Co))&(Cs_1~ Cr) 的 缩写 ; 并 可 认为 
对 任何 一 对 j,X(j, 一 0,"…, 2) 都 有 上 Ci 一 Ck, 因为 对 每 个 ;而 
言 ,我们 或 有 HFCi-i~Ci 或 有 上 Ci~Ci 在 情形 (a) 时 这 可 由 *19 
得 证 ,在 情形 (b) 时 立即 得 证 , 在 情形 (c) 时 由 定理 6 得 证 ， 故 根据 
*19,*20 及 *21, 对 一 切 1)，A& 都 有 广 C~Ct。 当 在 符号 “上 "以 前 
从 始 到 终 都 有 一 系列 的 假定 公式 了 工 写 着 时 这 方法 同样 适用 .在 链 
的 接 棒 处 我 们 可 以 插入 方 括号 ?用 以 记载 一 些 解释 性 的 注释 . 《 例 
子 可 见 $27 中 *57 的 证 明 .) : 

如 果 不 是 ~ 而 是 别 的 一 些 关系 记号 ， 但 该 关系 却 已 证 明 有 自 
反 性 ,对 称 性 ,可 传 性 及 替换 性 时 ,同样 可 用 链 方 法 .此 外 ,如 果 这 些 
性 质 不 全 具有 时 (但 可 传 性 必 具 ), 亦 可 使 用 这 方法 而 须 如 下 修正 ， 
如 果 对 称 性 欠缺 , 则 删 去 (b,) 及 (c)(2) 而 要 求 7 委 k。 如 果 再 缺少 
自 反 性 ,再 删 去 (a) 并 要 求 过。 如 果 蔡 换 性 欠缺 时 丙 去 (Cc).《 例 
子 可 见 第 八 章 : 具有 所 有 性 质 的 是 = ;欠缺 对 称 性 及 替换 性 的 是 
专 ; 更 欠缺 自 反 性 的 是 二,) 


$ 27. 等 价 式 ,对 偶 原则 


定理 7 如 果 A, B, C 为 公式 则 有 : 
*31. - (A&B)&C~ A&(B&C), *32. FAVB)VC~AV(BVC)。 


1) 按 有 时 为 避免 方 括号 过 多 起 见 , 作 者 亦 改 用 圆 括号 ， 如 $74 引 理 25*184 的 证 明 
处 等 等 ,今后 我 们 不 必 过 于 注意 所 用 括号 的 种 类 一 一 译 者 注 。 
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*33. 
*35, 


*37, 
*39, 


*41. 
*43。 
*45. 
*47. 


*50, 


*52? 
*54, 


*56? 
*58? 


*602 


*622 


*49a. 
*49c. 
*50a. 
*56a. 
*56b. 
*58a. 


A&B ~ B&A。 *34. -AVB~ BVA. 


A&(BVC) ~ *36. EAV(BgC)~(AVB)&(AVO), 
(AgB) V(AgC)。 
| 王 AgA ~ A, *38. [一 AVA ~ A.。 
产 Ak(AVB) ~ A。 *40. FF—AV (Ag&B) ~ A。 
(结合 律 , 可 换 律 ,分 配 律 , 军 等 律 及 消 元 律 .) 
Al—ADB~B., *42. BH—ADB~B. 
TAH ADB ~ A. *44. “Bl— ADB ~ “IA. 
BH—AgB ~ A。 *46. BI—AVB~B. 
"IBH—Ag&B ~ B, *48. “IBF—AVB ~ A。 
(蕴涵 式 、 合 取 式 \ 析 取 式 的 特例 .》) 
*49” "1 IA~A., 
(Ax A). *51° FF—AV-IA, 


《 双 否 律 , 不 矛盾 律 及 排 中 律 .) 

~Ag(BV 1B) ~ A。 *53. FF—AV (Bg 1B) ~ A, 

F 产 AkB& |B ~ Bg 1B. *55° [一 AVBV IB~ BV IB. 
《用 以 简化 合 取 的 析 取 式 及 析 取 的 合 取 式 ,) 

FAVB~ ICIAg B)。*572? FAkB ~ ICIAV IB). 
FADB ~ (Ag lB). *59° FF—ADB ~ “IAVBS. 

| 一 AgkB ~ “I(AD™TIB). *61° ~—AVB ~ 下 AD2B。 

( 汪 ,&,V 中 任意 两 者 可 由 其 余 一 个 及 | 而 表示 .) 
;IA&B) ~ IAV IB. *63. -I(AVB) ~ Ag& IB., 

(把 一 移 过 & 及 V( 德 莫 干 律 [1847]7.) 

| 一 A2 下 人 A。 *49b. | 一 1 1A~ 1A. 

| 斑 AVAD2CTIA>2A); 改 上 产 AV ACTIA ~ A)， 
一 (A ~ A). *51a. (— 1 (AV A). 

| 一 AVBD 门 (下 As IB). *51b. C—O ADA). 

上 产 下 AVBD 站 (Ag 下 B), *57a. 上 AgB2 一 (下 AV 下 B)， 
(ADB)EO Ag IB),. *57b. Ag IBD IC IAVB). 


*58b-d. FF ADTIB~ I(A&B)~ 1 IADT IB~ 1 OAV 1B)., 
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*58e,f ~ 1 BOBH— TI ADB ~ ADB ~ "I(Ag™ 1B)., 
*58g. |—( IADB)DO Ag IB) *59a.[— IAVBO(ADB). 
*60a. —AgBEO ADTIB). *59b.(—(ADB)IT TICIAVB). 
*60b. — A& “IBO™I(ADB). *59c.—(™ADB)D 1 1AVB). 
*60c. ~] IA&BDO TIADTIB). *61a. FF—AVBO(C IADB). 
*60d-f. i— 1 Ag IB~ I(ADB~ I AVB~ |] (Ag 1B). 
*60g-i. |— -1 1(ADB)~ I(Ag 1B)~AD TIB~ 1T IAD 1 
B. 
*62a. | 一 IAV lBDO TI(A&B)., *61b. -~~ 1(AVB)~ (| 
ADB). 
(对 直觉 主义 系统 有 趣 的 一 些 补充 结果 .) 
古典 系统 中 的 证 明 ， 但 *32，*34，*36，*38，*40，*53 及 *55 
须 除 外 . 如 果 把 这 七 个 公式 的 证 明 放 在 对 偶 原 则 (定理 3 系 ) 之 
后 ,可 以 少 费 一 些 工夫 . 
*35. 1，A,B[ 一 AgkB| 一 (AgkB) V (A&C)—& 3|, V3. 
2. A;C| 一 AskCH 一 (AgB) V(AsgC) 一 一 x 引 ,V 引 . 
. A, BVCIH~—(A&B)V(A&gC) 一 一 V 消 ,1,2. 
. A&(BVC)H— (A&B)V (A&C)—& 消 , 3. 
.A&(BVC)O(ARB)V (A&C)— O53, 4. 
. AgB 盖 A 一 & 消 ， 
. AgB| 一 B| 天 BVC 一 一 & 消 ,V3 引 . 
. AgB| 一 Agk(BVC) 一 一 & 引 ，6，7。 
. AgCH--Ak(BVC) 一 一 仿 上 ， 
10. (AgB)V(AgC)| 一 Ag(BVC) 一 一 V 消 ,8，9。 
11. | 一 (AgkB)V (A&C)IOAg(BVYC)— oO3, 10. 
12. ~—A&(BVC) ~ (A&B)V (A&C)——& 51(*16), 5, 11, 
( 译 者 按 , 本 证 明 亦 是 直觉 主义 的 证 明 .》) 
*49. 1. 一 1AA 一 一 1 消 , 一 引 (或 公理 模式 8)， 
2. A, lA(—A. 
3. A, “IA(— 这 
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‘DD om ~ om A ww 


4. 


A 一 了 1A 一 一 下 引 , 2, 3; 等 等 . 


( 译 者 按 , 由 2 一 4 再 用 汪 引 即 得 *49a 的 直觉 主义 证 明 .) 


*51. 


1. ICAV TA),A—AYV lA——V3 引 . 
2, “I(AV A), A ICAV TIA). 

3. ICAV TIA A— 13|, 1, 2. 
4. 
5 
6 


TI(AV TIA) 上 一 站 A 一 一 念 上 . 


.AV TA)—— 13l,3,4. 
.一 AV 1A 一 一 ] 消 , 5， 


附注 1 因此 在 一 个 没有 公理 模式 8 的 形式 体系 内 有 “1 1 
BDBH--AV 门 A, 这 里 B 为 AV IA。 反之， 在 直觉 主义 系统 内 有 
AV lA 一 1 APA, 因 为 ; 


1 


. AP— 1 ADA—*11, 
2， 
3. 


TA "ADA—*10b. 
AV lA 一 了 1 TIAA 一 一 V 消 ,1,2. 


因此 或 1 IA>2A 或 AV 1A 都 可 以 选 作 古典 系统 的 一 个 非 直觉 
主义 公设 ， 


*52 . 


由 *45 及 *51 可 得 . 
*54。 同样 地 由 *427 及 *50 而 得 . 结果 中 已 把 括号 省 去 ,因为 根据 


*31, 合 取 项 的 结合 的 方式 是 无 关 重要 的 . 


*56. 1. 

2. 
.AF 产 (Asx 1B)—- 131,1,2. 
, B 一 了 ("TIA& 1B) 一 一 念 上 . 


‘DD mv 上 U 


A, 1]A&k 18 上 一 人 A. 
A,， lAg 1B| 一 1A 一 一 & 消 . 


FAVBD2 一 CAsk 1B) 一 一 V 消 ， 3， 4， 之 引 . 


. AVB),AH—AVB—— V3l. 
. ICAVB),AH— “CAVB). 

. 人 (AVB)| 一 人 人 A 一 一 1 引 ,6, 7. 
. AVB) 一 了 8 一 仿 上 . 


10. — I(AVB)D TAg 1B——& 5|, 8, 9, D31. 
11. 一 站 中 Ag 1B) 了 DA VB 一 一 换 质 位 (*14), 10. 


»。 127。 


*57. 证 明 可 用 等 价 链 表示 如 下 : 睹 CAV TIB) ~ 人 1( 门 
Ag 1] IB)[*56] ~ “1 A& 1 1B[*49] ~ A&BL*49]. 

*58 一 *63， 试 用 链 方法 而 证 之 . 

直 党 主义 系统 内 的 证 明 ” *49c 由 附注 1 而 得 ; 再 由 *49a， 
*16 及 *17a 便 得 FIAD2A~( 个 IAA~A)。*5ia 由 *51 的 证 
明 删 去 步骤 6 而 得 。 *51b. 由 应 用 *12 两 次 于 *49c 再 用 *51a 而 
得 ，*58d 由 *63 而 得 。*60f 由 *25 而 得 . 

在 整个 表达 式 C 中 把 表达 式 A 与 B 互 换 是 指 在 C 中 把 A 的 所 
有 出 现 替换 ”以 B 而 把 了 的 所 有 出 现 替 换 以 A( 例 子 见 后 )。 

定理 8” 设 D 为 一 个 命题 字母 公式 ， 由 不 同 的 命题 字母 
Pi,"… ,Pm 及 它们 的 否定 ”IP,,*…*， ”IPm 只 用 运算 子 g&, V 而 构 
成 。 那 末 与 允 的 否定 了 也 相 等 价 的 公式 Dt 可 用 下 法 作出 : 在 D 
中 把 & 与 V 互 换 , 把 每 个 字母 与 它 的 否定 互 换 . 

换 句 话说 , 如 果 了 为 这 样 的 一 个 命题 字母 公式 ，D+ 是 由 D 依 
照 上 述 方 法 而 互 换 的 结果 , 那 末 FiD ~ D1. 

例 1” 取 4gk( 1BV B) 作 为 D, 则 1D 等 价 于 AV (Bs 1 
B). 

证 明 本 质 上 是 这 样 的 : 根据 *62 及 *63， 1D 的 天 号 可 以 逐 
步 地 深入 ,任何 双重 否定 可 以 应 用 *49° 而 除去 , 这 样 做 后 ”1D? 便 
被 变 成 D+ 了 . 

例 1°%( 续 完 ) 

产 门 (人 Agx( 站 有 BVB)) ~ 
"AV TIOBVB)~ 


1 本 书 这 里 所 列 的 全 是 *49a 以 后 的 所 谓 “ 补 充 结果 ”大 概 作者 认为 以 前 各 定理 的 
证 明 可 用 前 段 (古典 系统 内 的 证 明 处 ) 所 列 的 证 明 , 但 这 是 不 对 的 ;例如 前 段 内 便 
说 ， 对 *32， *34，*36。*#38。*40。*53 的 证 明 可 使 用 对 偶 原 则 ， 而 直觉 主义 者 并 
不 承认 对 偶 原则 ,因此 读者 必须 把 *31 一 *63 中 没有 “"? 号 的 各 形式 定理 重新 给 
出 直觉 主义 的 证 明 一 一 译 者 注 . 

2) 即 $26 意义 下 的 蔡 换 一 一 俄 译注 。 

3) 原文 作 “D”, 今 改正 一 一 译 者 注 ,。 
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TIAV(C TBs 1B) ~ 
AV(Bs | 已 )， 

为 了 更 明显 地 作出 证 明 ， 我 们 就 & 与 V 在 D 中 出 现 的 个 数 而 
归纳 ( 串 值 归纳 ); 并 把 这 个 数 叫做 吕 的 级 〈grade)。 

葛 基 : D 是 0 级 时 . 有 某 个 命题 字母 P 使 DD 或 是 了 或 是 了 1P. 
情形 1: DD 为 P.。 那 末 上 ~ 站 ID ~ IP[ 穷 举 假 设 ]~P1 [的 定义 ]~ 
Di[ 穷 举 假设 ]. 情形 2: DD 为 -IP， 仿 上 证 明 但 再 用 *49°*。， 归 纳 
推 步 : DD 是 g 十 1 级 时 . 那 末 有 两 个 这 种 类 型 的 命题 字母 公式 A 
及 B, 级 数 委 8g， 使 得 D 或 为 A&B 或 为 AVB。 情形 1: DD 是 AgB. 
则 FD~ 下 (AsB) [ 穷 举 假设 ] ~ IAV 1B[*62] ~ AT? VB? 
[归纳 假设 ]~ (AgkB)+ [ti 的 定义 ]~D+[ 穷 举 假 设 ]. 情形 2. DD 是 
AVB. 仿 上 证 明 ， 

例 2” 在 例 1 的 结果 中 根据 代入 规则 ($25 定理 3) 把 A, B 
分 别 代 以 B,”1A VC, 可 得 

TIONBaeC [NAVCIVINIAVCI)) ~ BV(TIAVO)Y 
& 1[ 14 VC]). 的 确 ,对 任何 公式 A，B 均 有 
"IONAg&( BVB)) ~ AV (Bg lB). 
正如 这 例子 所 说 的 , 在 定理 8 的 叙述 中 ,可 把 命题 字母 
P,…… ,Pm 代 以 任何 公式 A，……，A。， 只 须 在 D 的 构成 过 程 中 ， 
A,，…，Aw 永远 同一 不 变 并 且 在 互 换 运算 中 亦 不 受到 改变 便 成 。 
(定理 8 的 男 一 说 法 .) 

系 " 如 果 两 个 字母 公式 EE 与 F 是 属于 定理 8 中 所 述 的 类 型 
的 ， 那 末 当 把 EE 与 F 中 的 & 与 V 通 通 互 换 时 ， 其 等 价 关 系 仍 然 昭 
旧 . 

换 句 话说 , 设 E 与 F 为 两 个 这 样 的 命题 字母 公式 ,而 由 与 F 
经 过 上 述 的 互 换 后 ,结果 分 别 得 E 及 F', 那 么 ,就 有 : 如 果 
FE ~ F, 则 FE' ~ F。 (对偶 原 则 .) 

例 3° 由 *52 有 , 一 AgCBV "1B) ~ AA. 故 (把 AaCBV 1B) 
作为 E, 把 态 作 为 F) 有 AV(Bx 1B) ~ 4， 

证 明 ”由 题 设 -k ~ F。 今 在 EE 与 F 中 把 每 个 命题 字母 P 痢 
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代 以 该 字母 的 否定 ]P, 这 种 代 人 运算 将 以 “*” 表 之 .根据 代 人 规 
则 ($25, 定 理 3) 得 FE ~ F*。 其 次 我 们 在 E* 及 F* 中 把 每 个 双 
否定 的 字母 ”1 1P 替 换 以 简单 的 字母 了 , 这 运算 将 记 为 ” 关 ”。 由 
双 否 定律 (*49) 以 及 等 价 关 系 的 替换 性 (定理 6 系 ) 我 们 有 HE” ~ 
F**。 这 两 运算 的 结果 是 在 这 给 定 的 等 价 式 中 把 一 命题 字母 与 其 
否定 互 换 ， 根 据 定 理 6 (或 *30) 有 上 ”1E” ~ TIF。 根据 定 
理 8 而 把 否定 式 作出 来 便 得 |E* + ~ F*+1。 这 最 后 两 步骤 是 把 
& 与 V 互 换 ， 并 把 一 命题 字母 与 其 否定 第 二 次 互 换 因 而 便 恢 复命 
题字 母 原形 ， 这 样 我 们 最 后 便 得 FE ~ F'. 


例 3"( 续 完 ) 
上 一 E ~ F。 一 4s( BV "1B)~ 4， 
上 一 Ex ~ Fr。 AgHBV TB) ~ A. 
|- 一 Exy ~ Fr 。 产 门 4x( 门 BV B)~ A. 
上 一 下 E4 ~ TF*. F 门 (人 4x(BV 8B))~7A. 
上 一 E*yy ~ F*++, 产 AV( Bs 1B)~ A4. 
即 | 一 E' ~ FF, 


人 鲍 4" 在 例 3 的 结果 中 把 A，B 代 以 任意 公式 A，B (根据 
$25 定理 3) 便 得 二 AV (B& 1B) ~ A， 这 便 是 *53. 

同样 地 , 当 A, B, C 为 简单 的 命题 字母 时 , 依 对 偶 性 (定理 8 
系 ) 便 可 由 *31, *33,*35,*37, *39,*54 而 得 *32,*34, *36,*38， 
*40,*55; 当 A, B, C 为 任意 公式 时 , 只 须 再 用 代 人 规则 (定理 3) 
便 成 ， | 

例 5” 由 对 偶 性 (定理 8 系 ) 得 

(a) 如 果 上 HA4AVB~A4, 则 FA4sxB ~ A. 
但 我 们 不 能 推 得 : 

(b)“ 对 任意 公式 A 与 B, 如 果 FAVB ~ A, 则 六 AgB ~ A”. 
(的 确 , 在 (b) 中 如 果 把 A, B 取 作 有 妨 , Be 1B, 则 “FAVB ~ A” 变 
成 “上 AV(B&g 1B) ~ A” ,根据 *53, 它 是 真 的 ; 但 < 上 As&B ~ A” 
却 变 成 “4xBs 1B ~ A”, 它 是 假 的 ,将 在 528 例 4 中 证 之 ,) 试 
说 明 其 故 。〔 这 里 与 例 2 及 例 4 有 何不 同 ?) 一 一 要 取得 该 系 的 第 
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二 说 法 ,我 们 必须 要 求 Al, ………，A。 为 不 同 的 素 公 式 ( 参 见 定理 3 
及 和). 因为 (b) 为 假 的 , 故 由 定理 3, 下 式 亦 假 : 

(c) “AVB~ AAzB ~ A”. 
因此 对 偶 原 则 只 是 辅助 推演 规则 而 不 是 直接 规则 . 

逻辑 中 的 对 偶 性 的 发 现 可 追溯 到 施 累 德 [18771. 

如 果 采 用 $17 的 约定 , 即 & 秩 前 于 V , 而 把 括号 省 去 , 则 在 应 
用 对 偶 原 则 于 一 公式 时 ， 必 须 注意 指明 各 运算 子 的 辖 域 以 免 结果 
更 改 . (因此 ,我 们 常常 宁可 在 & 与 V 之 间 不 采用 上 述 约定 .) 

作为 练习 ， 读 者 可 重新 检查 上 述 证 明 而 核验 本 系 的 下 列 补充 
部 分 ， 

系 ( 第 二 部 分 )” 又 : 如 果 上 -EF, 则 FF>E' (对 偶 逆 ? 关 
系 .) 

例 6° 公理 AsB 二 4 以 下 公理 A 了 AVB 为 其 对 偶 逆 ， 
可 证 公式 AuB 汪 AVB 以 自己 为 对 侦 逆 . 


$ 28. 赋值 ,无 矛盾 性 


自从 建立 了 形式 体系 以 及 在 本 章 中 建立 了 子 体系 以 来 ， 我 们 
的 元 数学 的 探讨 工作 主要 集中 于 确立 一 些 公式 的 可 证 性 ， 或 由 一 
些 公式 到 另 一 公式 的 可 推广 性 ， 即 在 形式 体系 之 内 发 展 逻 辑 和 数 
学 . 这 是 我 们 的 规划 中 一 个 必要 的 部 分 ,用 以 表明 该 形式 体系 的 
确 可 以 作为 数学 中 某 些 部 分 的 形式 体系 化 . 

但 在 元 数学 中 还 有 一 些 问题 是 有 关于 整个 形式 体系 的 ， 这些 
问题 之 一 是 一 体系 的 无 矛盾 性 问题 , 它 是 希 尔 伯 特 规划 ($14) 中 的 
一 个 基本 问题 ， 

一 命题 演算 (一般 地 ， 任 何 具 有 否定 符号 一 的 系统 ) 叫做 ( 简 
单 ) 无 矛盾 的 ,如 果 在 这 系统 之 内 没有 任何 公式 A 使 得 A 与 IA 均 
可 证 ;反之 , 它 叫 做 (简单 ) 矛 盾 的 ， 如 果 有 一 公式 A 使 得 既 上 -A 又 

1) 原文 为 dual-converse， 意 指 EF 次 序 与 FE' 次 序 颐 倒 ， 并 非 对偶 关 系 的 站 

倒 。 暂 译 * 对 偶 逆 ”。 
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广 门 A. 

这 是 一 个 严格 的 元 数学 定义 ， 它 只 用 到 符号 用 到 公式 和 
可 证 公式 的 定义 ,因此 , 一 个 已 给 形式 系统 的 无 矛盾 性 的 证 明 , 便 
变 成 一 个 纯粹 数学 问题 ,可 以 在 元 数学 内 加 以 讨论 . 

无 矛盾 性 问题 及 其 定义 必须 在 元 数学 以 外 ， 把 形式 系统 解释 
为 某 个 非 形式 理论 的 形式 体系 化 ,而 以 符号 ”表示 否定 时 ,才能 看 
出 其 重要 性 ， 当 数 论 公式 A 不 含 自由 变 元 时 ， 由 两 公式 A 与 IA 
所 表示 的 命题 (如 果 A 含有 自由 变 元 ; 则 这 些 变 元 的 每 一 组 特殊 值 
所 表示 的 命题 ) 合 起 来 便 形成 矛盾 .同样 ,如 果 把 命题 字母 解释 为 
任何 特殊 的 命题 , 则 就 命题 字母 公式 言 亦 有 同样 结果 . 所 以 ,对 一 
形式 体系 所 作 的 无 矛盾 性 的 元 数学 的 证 明 ， 便 保证 了 在 相应 的 非 
形式 理论 内 不 致 于 产生 矛盾 . 

对 命题 演算 言 ( 一 般 地 ,对 任何 形式 体系 言 ,只 要 它 把 & 消 及 融 
门 消 作为 公设 或 导出 规则 ), 上 述 的 定义 与 下 述 的 定义 一 致 ， 该 系 
统 内 如 果 有 某 个 不 可 证 公式 , 它 便 是 (简单 ) 无 矛盾 的 ;如 果 每 个 公 
式 都 可 证 , 它 便 是 (简单 ) 矛 盾 的 . 因为 ,如 果 既 有 广 A 及 上 广 1A, 应 
用 弱 1 消 ($23), 可 对 每 个 公式 B 而 得 |-B. 对 无 矛盾 的 情形 言 ,Ak 
门 A 便 是 一 个 不 可 证 公式 的 例子 ,否则 由 & 消 便 得 FA 及 上 1A， 

由 无 矛盾 性 的 定义 (前 一 说 法 的 ) 及 可 证 公式 的 定义 (例如 ,第 
一 说 法 的 , 见 $19)， 使 我 们 得 到 一 个 提示 以 定 出 如 何 处 理 无 矛盾 
性 的 证 明 问 题 的 计划 (并 非 唯一 的 可 能 计划 )， 假 设 我 们 能 够 在 一 
些 公式 中 找 出 一 个 元 数学 性 质 ， 使 得 (a) 公 理 具 有 这 个 性 质 ，(b) 
应 用 推论 规则 时 ,如 果 前 所 具有 该 性 质 则 结论 也 有 具 该 性 质 ，〈c) 其 
A 形 及 -IA 形 的 两 公式 不 能 都 具有 这 性 质 ， 那 末 由 Ca)《b) 可 知 ， 
每 个 可 证 公式 都 有 这 性 质 , 由 (c) 这 系统 便 是 无 矛 厦 的 了 .在 本 届 
内 我 们 便 遵 照 这 个 计划 而 对 命题 演算 的 无 矛盾 性 作 一 个 元 数学 的 
证 明 . 

所 用 的 有 关于 公式 的 性 质 力 由 命题 演算 的 逻辑 解释 而 瞳 示 出 
来 的 .我 们 把 每 个 命题 字母 都 理解 为 一 变 元 ,以 命题 作为 其 值 ,而 
这 些 命题 的 每 一 个 我 们 又 理解 为 必 是 或 真 或 假 的 . 使 用 演算 中 的 
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运算 子 二 &，V ，] 后 可 由 这 些 命题 而 作出 别 的 命题 ,其 真 假 性 只 
依赖 于 命题 的 组 成 部 分 的 真 假 性 , 且 依 下 文 各 表 而 定 . (因此 演算 
中 的 运算 子 有 时 便 叫 做 “命题 的 真 值 函数 ” . ) 显 然 , 所 有 可 证 的 命 
题字 母 公式 全 是 永 真 的 , 其 意 为 : 当 公式 中 的 命题 字母 取 任意 真 
假 命题 作为 其 值 时 ,这 些 公式 都 表示 真 命题 . 

要 利用 这 种 观念 来 对 演算 的 无 矛盾 性 作 元 数学 的 证 明 ， 我 们 
必须 避免 引用 “命题 ”“ 真 “ 假 ， 这 些 都 是 具有 元 数学 以 外 的 内 洒 
的 .这 一 点 是 能 够 避免 的 ,因为 在 上 面 的 论证 中 ,基本 上 并 不 依赖 
于 命题 字母 必须 取 命题 以 为 值 , 亦 不 依赖 于 真 与 假 的 特性 ,除却 真 
与 假 命题 必须 彼此 不 同 以 外 . 

为 了 强调 我 们 下 面 所 做 的 是 具 纯 数学 性 质 的 ， 可 举 正 整数 的 
初等 算术 来 作 比 喻 . 尽管 在 该 算术 中 数 1,2 ,3,… 是 想 具 有 一 个 计 
数 或 量度 的 意义 的 ,但 就 加 法 表 及 乘法 表 而 论 ,它们 都 可 以 是 一 些 
相 异 客体 的 任 一 个 枚 举 . 从 这 个 观点 说 来 ,算术 是 讨论 客体 域 {1， 
2,， 3,…} 上 所 定义 的 运算 即 通 数 十 及 ,的 ， 因 此 只 要 求 可 以 认 出 
这 些 客体 及 区 别 它们 便 够 ,与 这 些 客体 的 内 在 本 性 无 关 . 

我 们 今 作出 一 个 具有 同样 意义 的 算术 ， 其 客体 域 只 有 两 个 客 
体 但 却 有 四 个 函数 > , &,V， 1， 这 已 经 简单 地 把 我 们 要 做 的 事 
说 出 来 了 。 就 元 数学 而 言 ， 刁 , &，V , ”1 不 过 是 一 些 无 意义 的 客 
体 , 所 以 若 要 更 明确 些 说 出 我 们 将 要 做 什么 便 只 能 如 下 说 法 ， 我 
们 引入 一 个 元 数学 的 计算 过 程 (叫做 赋值 过 程 )。 使 得 对 于 每 一 个 
符号 二 ,kx, V ,都 有 该 算术 中 一 个 函数 (或 该 函数 的 表 , 叫 做 真人 
表 ) 来 对 应 ， 因 而 对 于 每 一 个 命题 字母 公式 也 有 一 个 这 样 的 函数 
《或 表 ) 来 对 应 。 然后 我 们 根据 相应 的 函数 (或 表 ) 而 研究 命题 字 
母 公式 的 元 数学 性 质 ， 

因为 在 该 抽象 算术 中 ， 除 要 求 这 两 客体 ( 真 值 ) 彼 此 不 同 以 外 
我 们 别 无 要 求 , 所 以 这 两 客体 的 名 称 是 毫 无 关系 的 ， 我 们 可 把 它 
们 指定 为 0 "与 “1 “十 "与 "一 "人 与” ”或 上 与 上 等 等 
我 们 选用 最 后 这 对 符号 ， 它 们 分 别 暗示 膛 辑 解释 中 真 " 与 假 "这 
两 概念 .( 译 者 按 , 在 英文 里 ,“ 真 ”为 true,“ 假 ”为 false.) 
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首先 ,我 们 把 命题 字母 考虑 为 以 域 {t, 和 为 变 域 的 变 元 . 
其 次 ,我 们 把 演算 的 运 第 子 当 作 定 义 于 这 域 上 的 函数 ,并 依照 
下 列 各 表 而 定义 ,这 些 表 和 正 整数 算术 中 加 法 表 与 乘法 表 相 类 似 。 
根据 这 些 表 ,对 自 变 元 的 任何 值 都 可 以 读 出 函数 的 相应 值 . 
AD 局 AzB AVB -A 
B tf B tf B ff 
tit Atlt Atltit tif 
二 有 
《如果 把 两 客体 写作 “0” 与 “1”, 则 下 表 与 V 表 与 $10 例 4 中 的 ' 表 
与 . 表 全 同 .) | 
于 是 由 不 同 的 命题 字母 P,,*……,P 所 组 成 的 每 个 命题 字母 公 
式 A 都 表示 一 个 定义 于 域 {t,f} 上 的 函数 ,而 以 这 些 字母 为 自 变 元 . 
对 这 些 字母 的 每 个 所 元 序 组 的 值 而 言 ， 函 数 的 相应 值 都 可 以 依次 
应 用 基本 表 而 计算 出 来 . 
例 1 字母 公式 A ~ B, 即 (4 了 B) &(B 汪 A)($26) 表示 一 
水 数 ,可 由 下 表 确 定 ， 


A~B 


Bt 
t 


右上 角 的 值 可 如 下 计算 ，。 
(ADB)a(BIOA) 
(C2m) BLAO enL 
f & t 
. f 

只 有 当 二 变 元 时 这 表 才 可 写成 正方 形 《这 样 它 可 帮助 提示 汪 
数 的 性 质 )、 一 般 说 来 , 对 w 个 变 元 Pl,…, Pm 言 , 我 们 可 把 2” 
个 可 能 的 变 目 的 ww 元 序 组 垂直 地 由 上 而 下 ， 依 照 一 个 固定 的 次 序 
而 列 出 ,然后 把 相应 的 水 数值 写 入 右 旁 的 值 行 去 。 : 
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例 2 
ABC "I[AVBIO(C(BaC)V A] 


t 
t 
t 
t 
f 
f 
f 


oo 
or 
— ~ 


f f 


一 个 由 不 同 的 命题 字母 PR，'……，P。 所 组 成 的 命题 字母 公式 
E, 如 果 它 的 表 中 的 值 列 只 出 现 +, 它 便 叫做 永 真 的 ; 如 果 只 出 现 f 
它 便 叫 做 永 假 的 ， 两 个 由 P，…，P。 所 组 成 的 命题 字母 公式 忆 
与 F， 如 果 它 们 的 表 的 值 列 是 相同 的 ， 它 们 便 叫 做 永 等 的 ?。( 换 
名 话说 , 永 真 的 王 表示 一 个 常 函数 t, 永 假 的 王 表 示 一 个 常 函 数 f， 
永 等 的 E 与 F 表示 同一 的 函数 .) 

当 把 ECE 及 FD) 看 作 是 由 明 指 的 一 列 不 同 的 命题 字母 P,,*…， 
P。 所 组 成 的 命题 字母 公式 , 而 这 些 字母 不 必 (依照 $25) 全 都 出 
现 于 公式 中 时 ， 上 定义 仍 适 用 . 今 先 设 尽 可 能 最 少 的 字母 表 为 
P,，'…，P,， 即 在 E (或 三 与 FE) 中 恰巧 只 含有 不 同 的 命题 字母 
P,,.… , Pm。 如 果 我 们 再 加 入 其 它 的 字母 , 则 该 公式 的 真 值 表 中 每 
行 便 将 分 裂 成 好 几 行 (如 果 加 入 个 新 字母 则 每 行 分 裂 成 24 行 )， 
用 以 表示 这 些 新 增 字母 的 值 的 可 能 分 布 ， 但 并 不 影响 计算 过 程 也 
不 影响 函数 的 对 应 值 . 因此 如 果 对 尽 可 能 最 少 的 字母 表 言 它 为 永 
真 或 永 假 ( 永 等 ), 则 对 其 它 的 字母 表 亦 然 , 逆 理 亦 真 ， 因此 以 后 不 
必 提 到 所 用 的 字母 表 . 

定理 9 在 命题 演算 中 一 个 命题 字母 公式 EE 是 可 证 的 (或 可 
由 永 真 公式 了 而 推演 出 的 ), 其 必要 条 件 是 ， 它 是 永 真 的 ; 即 如 果 


1) 原文 为 identically equal， 我 们 用 “ 重 等 ?以 译 identical 


译 者 注 ， 
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FE 则 E 是 永 真 的 . 

就 关于 玉 的 证 明 的 长 度 而 作 串 值 归 纳 ,并 利用 下 述 两 引 理 ， 

引 理 12a 一 命题 字母 公式 如 为 一 公理 , 则 它 是 永 真 的 . 

证 明 对 命题 演算 中 十 个 公理 模式 言 ($19 公设 1a, 1b, 3 一 8， 
如 讨论 直觉 主义 系统 则 以 $23, 8' 代替 8) ， 我 们 容易 由 计算 核验 
下 列 的 事实 : 若 对 在 模式 中 所 出 现 的 A, B, C 按 任何 可 能 的 方法 
直接 指派 以 值 t, 1, 则 相应 的 真 值 表 中 的 值 列 只 出 现 t。 这 样 我 们 
便 在 下 列 的 情况 下 核验 了 本 引 理 3:” 即 当 模 式 中 的 A, B, C 为 简 
单 的 命题 字母 A, B,C 时， _ 

引 理 的 真确 性 便 可 如 下 证 得 . 试卷 虑 任 一 公理 , 它 是 一 个 命 
题字 母 公式 的 ， 这 必 来 自 某 一 个 公理 模式 ;不 过 抬 其 中 的 A,，B, C 
取 作 某 些 命题 字母 公式 罢了 ， 设 这 些 命题 字母 公式 由 不 同 命题 字 
母 P,…*,Pw 所 组 成 ， 今 试 把 t,f 的 任何 mw 元 序 组 指派 作 P， …， 
P。 的 值 ， 则 由 它 所 给 出 的 A, B, C 的 值 必然 使 整个 公理 取得 值 
久 如 上 文 已 核验 过 的 ). 

引 理 12b .在 应 用 推论 规则 时 ， 如 果 其 前 提 是 永 真 的 命题 字 
母 公式 , 则 结论 亦 然 。 

证 明 ”由 下 列 的 真 值 表 可 以 看 见 ,对 命题 演算 的 推论 规则 ( 公 
设 2) 而 言 ,A, B 的 各 对 值 中 能 够 使 两 个 前 提 A 及 A2B 都 取得 
值 t 的 ,只 能 是 ft; 而 这 对 值 的 确 使 得 结论 B 获得 值 t. 

A B A ADB B 


t 
f 
t 
Wi 


因此 , 设 A 与 B 是 由 PP 所 组 成 的 命题 字母 公式 ， 则 
P:……，*，P。 的 值 的 任何 王 元 序 组 , 只 要 它 对 两 前 提 给 出 值 1, 一 定 
.也 对 结论 给 出 值 t+， 根据 假设 ,对 Pi,…, Pm 的 值 的 任何 元 序 
组 ,两 前 提 均 取得 值 t 故 结论 亦 然 . 
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t 
f 
t 
t 


一 一 二 二 
~ 


， 例 3 在 命题 演算 中 ,公式 I[AVBCB&C)V “14] 是 不 可 
证 的 ,因为 在 它 的 真 值 表 的 值 列 中 有 1 出现 ( 例 2). 同样 , 4V (站 
AzB) 亦 不 可 证 ,因为 当 4A, B 取 值 1, 和 时 , 它 取 值 1. 

系 1 两 命题 字母 公式 FE 与 F 彼 此 等 价 的 必要 条 件 是 : E 与 
F 永 等 ; 即 如 果 F-E ~ F, 则 玉 与 FP 永 等 . 

证 明 如 果 玉 等 价 于 F, 则 由 等 价 姓 的 定义 EE ~ 下 是 可 证 的 . 
故 由 定理 9, 可 知 E ~ 下 为 永 真 。 参照 ~ 的 表 ( 例 1) 可 见 E 和 ~ 下 
之 取得 值 t, 只 当下 与 F 同 取 值 {或 同 取 值 i 时 , 即 只 当 它 们 取 同 样 
的 值 时 。 因 为 E ~F 是 永 真 的 , 即 永远 取得 值 t 的 ， 故 EE 与 F 永 
远 取向 样 的 值 , 即 它们 是 永 等 的 . 

例 4 AxkBa 1B 与 A 不 是 等 价 的 ,因为 当 和 A, B 取 值 tt 
时 ,它们 取 不 同 的 值 (分 别 取得 值 1 与 t). 

系 2 命题 演算 是 (简单 ) 无 矛盾 的 ; 即 没有 公式 A 使 得 既 | 
A 又 上 1A, 

证 明 若 用 简单 无 矛盾 性 的 第 二 个 定义 ( 见 上 ), 这 已 由 例 3 
证 明了 . 

若 想 就 原来 的 定义 直接 证 明 ， 可 设 公式 A 与 1A 有 一 个 是 可 
证 的 ， 则 依 定理 9 它 必 是 永 真 的 ;再 由 1 的 真 值 表 可 知 , 另 一 公式 
必 是 永 假 的 , 故 非 永 真 , 依 定理 它 是 不 可 证 的 。 

这 样 ， 对 命题 演算 的 用 命题 字母 公式 而 定义 的 无 矛盾 性 得 证 
了 . 如 果 在 其 它 意义 的 公式 的 演算 中 A* 与 了 A* 是 可 证 公式 , 那 
末 根 据 逆 代入 规则 ($25 定理 4) , 亦 将 会 有 两 可 证 命题 字母 公式 A 
与 A, 因 此 亦 可 以 推广 到 用 其 它 意 义 的 公式 的 无 矛盾 性 了 . 

当然 , 如 果 加 入 另 一 群 公设 , 即使 该 群 公设 本 身 是 无 矛盾 的 ， 
但 这 个 无 矛盾 性 证 明 亦 不 再 有 效 了 . 

命题 演算 的 无 矛盾 性 证 明 首 先 由 坡 斯 特 《Post)[1921] 给 出 . 
(参见 卢 卡 西 维 支 (qukasiewicz)[1925], 希 尔 伯 特 - 阿 克 曼 [1928].) 

在 本 节 所 作 的 无 矛盾 性 的 证 明 中 ， 我 们 用 到 两 个 客体 的 域 上 
的 算术 ,在 下 列 意义 之 下 ,这 算术 可 理解 为 该 演算 的 一 个 解释 .由 
真 值 表 而 对 演算 中 的 运算 子 给 以 一 个 算术 上 的 意义 .命题 字母 则 
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理解 为 算术 中 的 自 变 元 , 以 域 {t, 他 为 变 域 .每 个 命题 字母 公式 都 
可 解释 为 下 列 命题 : 对 该 公式 中 各 个 自 变 元 的 一 切 可 能 选取 的 值 
该 公式 都 取得 值 t 依 定理 9 可 知 , 只 有 在 这 个 解释 之 下 为 真 的 那 
些 公式 才 是 可 证 的 。 因为 在 这 解释 之 下 , 一 公式 所 表示 的 命题 便 
等 价 于 下 列 命题 : 该 公式 具有 (上 文 根 据 t 与 f 的 计算 过 程 而 定义 
的 ) 永 真性 这 个 元 数学 的 特性 ， 

另 一 方面 ,在 ( 道 常 的) 逻辑 解释 之 下 ,命题 字母 却 被 当 作 以 某 
命题 域 为 变 域 的 自 变 元 。 命题 字母 公式 便 表 示 下 列 的 全 称 命题 : 
它 的 变 元 在 变 域 中 取 各 种 命题 以 为 值 时 所 得 出 的 所 有 特殊 命题 都 
是 真 的 。 若 把 (该 域 中 的 ) 各 特殊 命题 与 两 客体 1, i 之 间 建 立 多 一 
对 应 ,使 真 命题 对 应 于 t, 而 假 命题 对 应 于 1, 那 末 这 个 逻辑 解释 与 
上 述 的 算术 解释 便 可 以 相应 了 ， 在 这 个 解释 之 下 , 一 公式 所 表示 
的 命题 不 等 价 于 该 公式 的 可 以 元 数学 地 定义 的 某 一 性 质 ， 除 非 对 
容许 作为 命题 字母 之 值 的 命题 域 作出 特殊 的 限制 . 


§ 29. 完备 性 ,范式 


在 元 数学 中 可 以 考虑 的 另 一 个 问题 是 一 个 形式 系统 的 “完备 
人 性”*”. 例如 ,就 命题 演算 言 ,我 们 已 经 给 出 了 十 一 个 公设 ($19). 我 
们 能 不 能 够 说 出 理由 , 为 什么 只 给 这 么 多 ? 如 果 我 们 试图 发 现 一 
些 新 公设 ， 以 便 加 到 这 表 去 以 得 出 更 多 的 可 证 公式 ， 是 不 是 更 好 
呢 ? 要 解答 这 些 问 题 , 我 们 首先 必须 给 出 一 个 准则 来 决定 究竟 我 
们 要 在 这 系统 内 证 明 一 些 什么 东西 。 由 于 所 选择 的 准则 不 同 , 我 
们 便 得 出 不 同 的 完备 性 概念 

我 们 可 以 用 肯定 的 形式 来 给 出 一 个 准则 ,说 ,如 果 公 设 表 已 经 
足够 某 种 目的 的 需要 , 那 示 这 系统 便 是 完备 的 ， 例 如 ,如 果 已 经 对 
系统 中 的 公式 定义 了 某 种 性 质 ; 或 虽 未 定 有 性 质 ,但 已 对 这 系统 中 
的 公式 作 了 某 种 解释 , 这 时 便 可 考虑 下 性 质 :; 在 这 解释 之 下 公式 
将 表示 一 个 真 命题 。 就 这 种 性 质 或 这 种 解释 而 言 , 无 矛盾 性 以 及 
完备 性 都 可 如 下 地 给 出 ， 


e TI38， 


如 果 只 有 具 该 性 质 的 (或 只 有 在 该 解释 之 下 表示 真 命题 的 ) 公 
式 才 是 可 证 的 ， 那 末 就 该 性 质 (或 该 解释 ) 而 言 ， 这 系统 是 无 矛盾 
的 .如 果 所 有 具 该 性 质 的 (或 所 有 在 该 解释 之 下 表示 真 命题 的 ) 公 
式 都 是 可 证 的 , 那 末 就 该 作 质 (或 该 解释 ) 而 言 ,这 系统 是 完备 的 ， 

与 前 节 的 简单 无 矛盾 人 性 的 概念 不 同 ， 这 里 所 说 的 就 某 一 性 质 
或 某 一 解释 而 言 的 无 矛盾 性 及 完备 性 未 必 属 于 元 数学 ， 到底 属于 
元 数学 与 否 , 须 逐 个 情况 考虑 , 视 该 性 质 (或 解释 ) 是 否 可 在 元 数学 
内 表述 而 定 . 

对 命题 演算 而 言 , 我 们 有 永 真 这 个 性 质 (也 可 以 说 , 有 把 演算 
当 作 两 客体 的 域 上 的 算术 这 种 解释 )， 它 是 可 在 元 数学 内 表述 的 . 
因此 定理 9 便 是 就 字母 公式 的 某 种 性 质 (或 演算 的 某 种 解释 7) 而 言 
的 元 数学 的 无 矛盾 性 定理 . 

今 把 就 一 解释 而 言 的 完备 性 这 个 观念 扼要 重 述 如 下 : 在 一 解 
释 之 下 一 系统 是 完备 的 ， 如 果 凡 由 它 的 形成 规则 所 能 表示 的 一 切 
真 命题 ,在 这 系统 内 均 能 由 它 的 推 次 公设 (或 变形 规则 ) 而 证 出 . 

如 果 把 要 证 出 什么 公式 这 个 准则 用 否定 形式 来 给 出 ， 我 们 便 
得 到 完备 性 的 另 一 个 表述 ， 我 们 说 一 系统 是 完备 的 ,如 果 该 公设 
能 够 给 出 我 们 所 要 的 一 切 , 过 多 将 会 出 现 不 期 望 的 结果 . 可 以 想 
到 的 一 个 (不 期 望 的 ) 结 果 是 简单 矛盾 性 .如 果 要 避免 的 结果 能 够 
元 数学 地 描述 (例如 简单 矛盾 性 ), 那 示 所 得 到 的 完备 性 概念 总 是 
元 数学 的 ， 就 各 个 特殊 的 形式 体系 来 说 , 当 我 们 讨论 到 它们 时 ,我 
们 将 给 出 更 精确 的 表述 . 

注意 ,无 矛盾 性 定理 经 常 是 这 样 的 一 个 定理 ,至 多 这 样 这 样 的 
公式 是 可 证 的 ;而 完备 性 定理 经 常 是 这 样 的 定理 ,至 少 所 有 这 样 这 
样 的 公式 是 可 证 的 . 

对 完备 性 问题 作 了 一 般 的 讨论 以 后 ， 现 在 转 而 讨论 命题 演算 
的 完备 性 问题 .我 们 先 证 (定理 10) 这 演算 就 永 真 性 而 言 是 完备 的 . 

定理 10° 与 系 1” 定理 9 及 系 1 的 条 件 亦 是 充分 的 (而 且 是 
必要 的 ); 即 如 果 E 是 永 真 的 , 则 FE, 又 如 果 卫 与 是 永 等 的 , 则 
HE~E, 
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证 明 可 根据 两 条 引 理 而 得 ， 设 疡 ，,……，P。 为 不 同 的 命题 字 
母 . 设 给 出 一 个 t,f 的 mx 元 序 组 作为 P,,…, Ps 的 值 , 并 按 对 Pi 
所 给 的 值 为 t 或 1 而 令 Qj 为 Pj 或 一 Pj， (G 一 1， 7) 则 序列 

例 1 设 A,B,C 分 别 取 值 tft, 则 相应 的 字母 冯 元 序 组 
为 A, B,C. 

引 理 13 设 E 为 由 不 同 的 命题 字母 P,,*…*, P,。 所 组 成 的 命 
题字 母 公式 ; 设 给 出 一 个 与 1 的 m 元 序 组 作为 PB,"…,P。 的 值 ; 
并 设 Q@,,…… ,Qs 为 相应 的 字母 ?元 序 组 ， 则 有 Qi,……，Qmi 盖 EE 
或 QQn| 一 下 E 视 所 给 的 值 w 元 序 组 使 EE 取 值 t 或 f 而 定 . 

例 2 相应 于 $28 例 2 中 对 [AVB>(CBaC)V 1A] 所 作 
的 表 ,我 们 可 以 有 下 列 八 个 推演 式 : 

4, B,C TINAVBIO(CBeO VTA). 
A, B,C ~ TIAVBICBEC)V -A]. 
A,-B, C it [AVBIO(BaCO VTAl. 
A,7B,+C HH [AVBICBEC)V -Al. 

"A, B, CcC AVBIOCBEOV TAT. 
"A, B,C 77[AV BOC(BaCO)V 7A. 
A717B, CC ”AVBIO(CBeO VT Al. 
A,7B,—C [AVBIO(BEOV TA. 

引 理 13 的 证 明 就 E 中 有 逻辑 符号 的 (出现 ) 个 数 而 作 串 值 归 
纳 ; 设 把 该 个 数 叫 做 次 数 *(degree). 

: 葛 基 : 玉 为 0 次 这 时 有 i 使 EE 为 P。 在 所 给 的 值 w 元 序 组 
中 ,Pj 的 值 为 或 1 情形 1: P; 的 值 为 t 则 Qj; 为 P;, 旭 Qj 为 E; 
故 由 上 -的 一 般 性 质 有 : Qi …，,Qo 一 E, 因 在 这 情形 E 取 值 t, 故 
已 得 证 .情形 2: P; 的 值 为 1 同样 ,Qi 为 人 下 ;, 故 QQo 上 一 

E, 亦 得 证 . 


了 ) 原 书 在 $78 处 又 吊 做 级 《grade) ,而 在 $27 处 grade 又 只 指 & 与 V 的 出 现 个 数 ， 
不 够 一 致 一 一 译 者 注 ， 
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归纳 推 步 : E 为 4 十 1 工 次 ， 这 时 有 两 个 由 P，'…，P。 组 成 
的 命题 字母 公式 A 与 B, 次 数 均 乏 4, 使 得 E 为 ADB 或 A&B 或 
AVB 或 TA. 情形 1: E 为 A 和 >B， 就 P,，……，P。 而 给 的 值 普 
元 序 组 视 公 式 A, B 分 别 取 值 tt 或 tf 或 ft 或 ff 而 分 为 四 个 子 
情形 ， 子 情形 2: A, B 取 值 t, if。 这 时 (由 习 表 中 右上 格 )E 取 值 
f, 故 我 们 须 证 Q,……, Qs 一 了 TE。 根据 归纳 假设 我 们 有 Q,*……， 
Qn| 一 人 及 Qi ……， Qn| 一 一 B， 由 *41 或 *44 有 A，7IB 一 
了 (AB), 即 A,1BH 一 下 E， 故 得 Qi，,… ,Qao 一 一 E, 这 便 是 所 要 
证 明 的 。 其 它 各 情形 及 各 子 情形 的 处 理 均 仿 此 , 但 用 *41 一 *48， 
*49a, - 

引 理 14 设 E 为 由 不 同 命题 字母 P,，,…，Pw 所 组 成 的 命 
题字 母 公式 .。 如 果 对 每 一 个 ( 共 2” 个 ) t,f 的 mr 元 序 组 言 都 有 
Qi ,Qn 一 EE, 其 中 Qi ，Qn 为 相应 的 字母 w 元 序 组 , 则 必 
有 PiV TP,,*… ,Pn V 一 Po 一 E。 ; 

引 理 14 的 证 明 应 用 V 消 共 2” 一 十 2”… 十.… 十 1 次 便 得 . 
例如 当 m 二 2 时 ,由 假设 得 | 


Pp,, .BH—E 
Pi, PC—E 
(2) TP, P: 上 一 卫 
P,Pi—E 
应 用 V 消 两 次 可 得 
P, ，P, V TP, EE 
(b) { "Pp,, PV ™P, HE 
”再 应 用 一 次 V 消 得 
(©) PV IP, PV PH —E, 
这 便 是 所 要 证 明 的 . 


定理 10 的 证 明 ” 设 下 为 由 PP 组 成 的 命题 字母 公式 . 
依 假设 ,EE 为 永 真 的 , 即 当 把 与 1 的 每 个 元 序 组 作为 P，.…， 
Ps 的 值 时 它 均 取 值 t， 故 由 引 理 13， 可 知 引 理 14 的 假设 是 满足 
的 ; 故 由 引 理 14 得 PIVP,，…, PaV 一 Pu-E， 再 由 *51 得 
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上 广 E。 

附注 1 除 最 后 一 步骤 外 ， 这 证 明 的 各 步 又 对 直觉 主义 系 绕 
均 适 用 ， 改 在 直觉 主义 系统 中 ,对 任何 一 个 由 P,*… ,Pm 组 成 的 
字母 公式 王 言 , 均 有 : 

(a) P,V 一 P,……，P.V 一 Po 一 E, 如 果 卫 是 永 真 的 . 

(b) PiV TP,,** ,Pn VPs EV TE. 

这 定理 表明 了 ， 要 建立 在 上 述 的 算术 解释 之 下 为 永 真 的 那些 
字母 公式 ,命题 演算 的 推广 规则 是 完备 的 ; 而 系 1 则 说 , 对 于 可 在 
上 述 的 算术 中 定义 的 函数 而 言 ， 这 个 推 痊 理 论 完备 地 确定 了 其 相 
等 性 . 

系 2” 在 命题 演算 的 公设 表 上 如 果 加 入 一 个 不 可 证 的 字母 公 
式 作为 公理 模式 ,结果 便 将 破坏 了 简单 无 矛盾 性 ， 

证 明 ” 依 定理 10, 对 该 字母 公式 中 的 命题 字母 的 某 组 值 言 该 
公式 必 取 值 f。 试 选取 这 一 组 值 并 根据 这 条 新 公理 模式 而 作 代 入 ， 
对 取 值 + 的 字母 我 们 代 以 AV A, 对 取 值 1 的 字母 我 们 代 以 
Ag 一 A. 这样, 结果 所 得 的 新 公理 便 是 永 假 的 了 ,因为 A 有 4 
亦 是 永 假 的 ,根据 系 1 两 者 等 价 。 故 知 ( 用 *18a)A&x™1 有 A 亦 是 可 
证 的 ,而 这 系统 便 是 矛盾 的 了 ($28) 。 

系 2 说 ， 在 命题 演算 中 不 能 够 加 入 与 公设 表 中 原 有 公设 具有 
同样 特征 的 新 公设 〈 按 即 以 命题 字母 公式 作为 公理 模式 这 个 特 
征 一 一 译 者 ) ,否则 便 会 破坏 简单 无 矛盾 性 . 这 是 上 面 所 提 到 的 第 
二 类 型 的 完备 性 ?， 

设 给 出 t,f 的 mw 元 序 组 作为 Pi,*…, P。 的 值 , 又 设 Q,,*…， 


1) 但 下 问题 仿 未 解决 : 在 命题 演算 中 有 没有 一 个 不 可 证 命题 公式 、 把 它 作为 公理 
《不 是 作为 公理 模式 ) 加 到 这 个 演算 去 后 仍 不 致 发 生 矛 盾 ? 可 以 证 明 , 把 命题 公 
式 A 作 为 公理 而 加 到 命题 演算 去 , 它 之 破坏 简单 无 矛盾 性 当 且 仅 当 人 为 永 假 公 
式 时 (例如 ,可 把 公式 4 加 到 命题 演算 而 不 致 于 发 生 矛 盾 . 的 确 , 如 果 A 永 假 * 则 
由 定理 10 系 1 有 HA 一 A&A; 故 加 入 A 后 由 *18a 得 FA&~A， 因 而 (由 & 消 ) 
得 FA* 上 1A 即 矛盾 . 反之 ,如 果 加 入 A 后 引起 矛盾 , 即 有 公式 B 使 得 A 广 了 
及 AF]B; 则 (7 引 )F 了 A, 即 《定理 9) 了 A 永 真 因 而 A 永 假 。 其 次 容易 证 明 ， 
在 命题 演算 中 ,把 命题 Ai …，A* 作为 公理 同时 加 到 命题 演算 去 , 它 破坏 简单 
无 矛盾 性 当 且 仅 当 Ai&…&A。 为 永 假 时 一 一 俄 译注 。 


142。 


Q。 为 相应 的 字母 普 元 序 组 , 则 Qik…'s&Qn(QiV :VQ $27) 丙 
做 相应 的 初等 合 取 式 ( 析 取 式 ). 

例 1( 续 完 ) 相应 的 初等 合 取 式 ( 析 取 式 ) 是 Az7BaC 
(AVBV™O). 

定理 11” 由 不 同 命 题字 母 P,,*…… ,Pn 所 组 成 的 命题 字母 公 
式 王 必 等 价 于 一 公式 F( 叫 做 下 的 主要 析 取 范式 ) , 它 具 有 下 列 两 形 
之 一 . 设 以 t,f 的 区 元 序 组 作为 Pb ,Po 的 值 时 ,E 取 值 t, 则 F 
便 是 这 些 相应 的 初等 合 取 式 的 析 取 ( 依 某 种 次 序 ). 如 果 王 是 永 假 
的 , 则 F 为 Ps P。( 对 偶 地 , 卫 亦 有 一 个 主要 合 取 范式 G, 把 上 
文 的 V 与 &,t 与 f 互 换 便 得 ;一 下 ~G.) 

例 2( 续 )” [AVB> (BakC) VA] 有 一 个 主 析 范式 为 
(4kBk 一 C)V(Ak 一 BasC)V(Ak 一 Bk 一 C) ,又 有 一 个 主 合 范式 
为 了 TAVTIBVTC&xAVTBVTCiAV BVCiAVBVTC 
AVBVC. 

证 明 这 定理 可 由 定理 10 系 1 得 证 , 因为 (由 主 析 范式 的 特 
有 形状 及 一 &V 的 真 值 表 易 见 )E 与 F 是 永 等 的 . 

除却 上 述 两 种 意义 的 推演 完备 性 (定理 10 及 系 2) 以 外 , 命题 
演算 还 有 记号 完备 性 ,其 意 指 , 对 mw 个 变 元 P;,… ,Pm 的 2” 种 可 
能 的 真 值 函数 ,每 种 都 可 用 由 这 些 字母 组 成 的 字母 公式 来 表示 . 因 
为 ,给 出 了 这 函数 的 真 值 表 后 , 我 们 便 可 以 构造 一 个 主 析 范式 ( 除 
却 析 取 项 的 次 序 外 , 它 是 唯一 确定 的 ) 来 表示 这 函数 . 

这 三 种 完备 性 首先 由 坡 斯 特 [1921] 所 得 到 ;定理 10 的 目前 证 
法 乃 由 卡尔 马 {Kalmir) [1934 一 5] 所 给 出 . (本 书 作者 在 [1934] 年 
的 另 一 本 著作 的 初稿 中 ,也 用 到 这 个 方法 作为 VY 消 规则 的 应 用 .) 

希 尔 伯 特 与 阿 克 曼 【1928] 在 另 一 种 形式 下 给 出 坡 斯 特 的 证 
明 , 其 法 在 于 先 用 19 世纪 符号 逻辑 学 者 的 化 归 技巧 而 建立 范式 定 
理 。 简单 说 来 是 ， 用 $26 的 链 方法 而 把 任 一 字母 公式 下 化 归 成 一 
主 析 范 式 (或 主 合 范式 ) 如 下 ， 首先 , 应 用 *58 或 *59 招 沪 的 出 现 
除去 .其 次 重复 施用 定理 8 使 的 出 现 逐 次 次 入， 第 三 , 应 用 分 
配 律 *35 (及 *33) 把 所 得 的 结果 “ 乘 出 ,正如 通常 代数 学 那样 , 不 
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过 把 V ,& 作为 十 ,而 已 (对 主 合 范式 则 把 V , & 作为 ,十 而 用 
*36 及 *34)， 第 四 ,根据 (还 根据 *31 一 *34) 寡 等 律 *37，*38 以 及 
*52 一 *55 而 实施 简化 ， 使 得 结果 式 的 析 取 项 (对 主 合 范式 言 则 是 
合 取 项 ) 至 多 只 含有 每 个 字母 的 一 次 出 现 ， 除 非 达 到 主 析 范 式 
P&P 《 主 合 范式 PVP,)。 第 五 , 对 非 例 外 情形 〈 按 即 非 
Pi&~1P; 或 非 PV 一 P, 的 情形 一 一 译 者 ), 则 各 项 中 未 出 现 的 字母 
可 用 *52 及 *35(*53 及 *36) 而 引入 ， 第 六 ， 应 用 *31 一 *34，*37， 
*38 ,把 一 项 中 的 字母 及 否定 字母 排 成 正常 次 序 使 得 这 些 项 都 变 成 
初等 合 取 式 (初等 析 取 式 ) ,而 重复 的 项 则 删除 . 
例 2( 续 完 )” 虽然 根据 我 们 对 定理 11 的 证 明 已 经 知道 
站 [4AVZB2DCBsC)V 一 4] 是 等 价 于 
(AgB&a™C)V (A& BuiC)V(AxB2a7 OC) 

的 ， 但 读者 若 用 刚才 所 描述 的 步骤 而 把 它们 彼此 互 化 ， 这 将 是 有 
益 的 。 第 四 运算 可 得 出 (Ag 一 B) V(A4g 一 C) V (Bg 一 CxA)， 
由 这 及 *40 我 们 便 得 一 个 “ 析 范 式 ”( 但 非 “ 主 析 范 式 ”)(A&x“1B) V 
(4g 一 C)， 再 用 *35 可 得 到 一 个 更 短 的 等 价 式 (但 非 析 取 范式 ) 
Ax( BV7OC)N., 


$ 30. 判定 过 程 ,解释 


在 数学 中 我 们 有 好 些 一 般 问 题 ， 该 问题 的 任何 一 个 特例 都 可 
以 用 一 个 预先 指定 的 一 致 方法 而 解答 。 更 准确 些 说 , 有 无 穷 多 个 
特殊 问题 所 成 的 集 ,又 有 一 个 与 该 集 有 关 的 过 程 ,这 两 者 同 是 预先 

描述 好 了 的 ,使 得 今后 不 论 我 们 在 该 集中 选取 那个 特殊 问题 ,都 毫 
无 疑问 地 可 以 使 用 该 过 程 ， 并 因而 使 我 们 对 该 特殊 问题 得 到 一 个 
“是 ”或 “ 否 * 的 解答 . 

”” 例 1 设 f(x) 与 g(x) 为 具有 给 定 的 整 系数 的 多 项 式 ，/(z) 


1) 获得 更 “ 短 ? 的 等 价 公式 的 可 能 性 是 一 个 非常 妃 切 的 问题 ， 尤其 因为 它 与 命题 演 
算 对 继电器 线路 理论 的 应 用 有 关 一 一 俄 译注 。 
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是 否 g(x) 的 因子 ? 我 们 可 用 f(x) 除 g(x)。 除 法 可 根据 预先 指定 
的 方法 而 一 步 一 步 地 施行 。 在 有 限 个 步骤 之 后 过 程 终止 (到 底 多 
少 个 须 看 我 们 如 何 计算 步骤 个 数 而 定 , 但 可 以 明确 规定 如 何 计 算 ， 
于 是 这 步骤 的 个 数 便 依赖 于 两 多 项 式 的 次 数 以 及 系数 的 大 小 ). 这 
时 我 们 便 得 到 剩余 。 我 们 可 以 认 出 这 剩余 为 0 或 否 。 如 为 0 则 
问题 的 回答 为 “是 ”, 如 非 0, 则 问题 的 回答 为 “ 否 ”. 

例 2 如 ,2，*c 为 给 定 的 整数 , 问 方程 or 十 by 一 cc 对 x,y 
言 有 没有 整数 解 ? 要 解答 这 问题 ,有 一 个 众所周知 的 方法 , 即 轰 转 

这 一 种 方法 ， 它 对 一 个 一 般 问 题 的 每 一 个 特例 都 能 够 给 以 一 
个 “是 ”或 “ 否 ” 的 解答 ,可 叫做 这 问题 的 判定 过 程 ,判定 方法 或 判定 
算法 .如 何 找 出 这 一 种 方法 的 问题 可 以 叫做 这 问题 的 判定 问题 ， 
在 近代 逻辑 中 研究 这 问题 的 有 施 累 德 [1895]， 罗 文 汉 (L6wen- 
heim)[1915] 与 希 尔 伯 特 [1918]. 现在 所 说 的 不 过 是 导 引 的 性 质 ， 
在 后 面 我 们 将 对 判定 方法 的 内 容 给 一 个 更 精确 的 定义 (460,$61)。 
就 目前 来 说 ,我 们 能 够 熟识 判定 过 程 的 一 些 特 别 例子 也 就 够 了 . 

仿 此 ， 如 果 问 题 所 要 求 的 不 是 “是 ”或 “ 否 " 的 回答 而 是 找 出 一 
些 客体 , 那 末 便 有 相应 于 该 问题 的 计算 过 程 或 算法 (因而 便 有 一 个 
计算 问题 ). 

和 一 个 给 定 的 形式 体系 有 关 的 ， 例如 和 我 们 所 研究 的 体系 有 
关 的 , 亦 有 一 些 一 般 问 题 ,如 “一 个 给 定 的 表达 式 是 否 一 公式 ?一 
个 给 定 的 有 限 个 形式 表达 式 的 序列 是 否 一 证 明 ?* 对 此 ， 由 系统 中 
的 定义 可 以 直接 得 出 其 判定 方法 的确 , 如 果 这 系统 的 形式 化 要 
想 达 到 当初 预期 的 目的 , 那 就 非 这 样 ( 按 即 直 接 得 出 判定 方法 一 一 
译 者 ) 不 可 .但 对 于 “一 个 给 定 的 公式 是 否 可 证 的 ’ 问题 ,其 性 质 可 
截然 不 同 了 . 要 看 出 其 间 的 差异 , 试 比较 “公式 ' 证明” ,“ 可 证 公 
式 ’ 这 三 个 观念 的 定义 。 对 这 三 个 定义 的 每 一 个 来 说 ,要 把 它 应 用 
到 某 一 个 特殊 的 给 定 客体 时 ， 我 们 都 必须 通过 讨论 一 系列 的 客体 
然后 才 认 出 该 给 定 的 客体 是 属于 所 定义 的 一 类 之 中 的 《如 果 它 属 
于 的 话 ), 即 : 必须 讨论 在 构造 该 给 定 公式 过 程 中 所 得 到 的 (部 分 》 
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公式 , 讨论 该 证 明 的 各 段 , 讨论 在 该 可 证 公式 的 证 明 中 的 各 公式 。 
就 公式 及 证 明 而 言 ,这 一 系列 的 客体 是 在 所 给 的 客体 之 内 的 , 当 我 
们 作 考 虑 时 ,由 所 给 的 客体 可 以 重新 得 到 .但 就 可 证 公式 而 言 ,该 
系列 的 客体 却 不 在 所 给 的 客体 之 内 .因此 ,对 最 后 这 个 问题 言 , 如 
果 判 定 方法 存在 的 话 ， 那 末 它 必 不 是 直接 地 或 几乎 直接 地 应 用 定 
义 的 ,因而 该 问题 的 判定 问题 便 不 是 无 足 重 轻 的 了 它 常 叫做 一 
形式 体系 的 判定 问题 >， 对 纯 命 题 演算 而 言 , 该 问题 可 借 定 理 9 与 
10($28, $29) 而 解决 : 

定理 12” 在 命题 演算 中 要 判定 一 个 命题 字母 公式 下 是 否 可 
证 的 ,其 判定 过 程 (算法 ) 在 于 计算 E 所 表示 的 t,f 函数 的 真 值 表 。 
玉 可 证 与 否 视 该 表 的 值 列 是 否 只 出 现 t 而 定 . 

更 进一步 ,这 判定 过 程 还 可 推广 至 于 别 种 意义 的 公式 ,因为 可 
先 把 该 公式 中 不 同 的 素 成 份 同 时 分 别 代 以 不 同 的 命题 字母 以 得 到 
相应 的 字母 公式 ($25, 定 理 3,4). 根据 等 价 性 定义 ($26), 等 价 性 
的 判定 过 程 可 包括 于 可 证 性 的 判定 过 程 之 内 ,或 者 根据 系 1 亦 可 
类 似 地 得 一 判定 过 程 . 可 推 资 性 的 判定 过 程 亦 可 化 归于 可 证 性 的 
判定 过 程 之 内 , 因为 根据 与 x 的 导出 规则 ($23 定理 2), 在 命题 
演算 内 ，D,,…., Di 一 E 当 且 仅 当 上 -Dig ……&D,DE。( 男 一 组 的 
判定 过 程 是 化 归 到 主 析 范 式 的 过 程 , 见 $29 末 .) 

解释 ”我们 的 元 数学 结果 ， 即 命题 演算 可 以 容许 一 个 算术 的 
解释 , 该 算术 中 只 有 两 个 客体 t 及 f, 这 结果 也 是 通常 逻辑 解释 的 
一 个 说 明 (参见 $28 末 ). 我 们 看 到 ,就 下 列 几 方 面 说 ,我 们 的 命题 
演算 是 一 个 适当 的 逻辑 工具 ，(1) 当 各 特殊 命题 是 决定 地 或 真 或 
假 时 ，(2) 当 我 们 所 要 发 展 的 理论 中 有 一 个 假设 说 ,每 个 命题 都 是 
或 真 或 假 时 .对 直觉 主义 者 说 来 , 情况 (1) 出 现 于 下 列 场合 , 在 有 
穷 个 客体 域 的 数学 中 ,或 者 虽 则 我 们 讨论 无 穷 域 中 客体 的 命题 ,但 
这 些 命题 却 是 具有 判定 过 程 的 (参见 $529 附注 1 )， 在 古典 数学 中 
命题 演算 的 使 用 可 以 作为 情况 (2) 的 一 个 例子 . 

1) 原文 为 the decision problem， 上 文 所 谈 的 则 是 decisioa problem， 两 者 有 
别 一 一 俄 译注 ， 
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”演算 中 的 运算 子 作为 命题 的 真 值 函 数 时 应 如 何 解 释 ， 这 由 真 
值 表 可 以 完全 确定 了 . 例如 , 我 们 看 见 V 是 可 兼 的 或 ': 当 A 真 
或 B 真 或 两 者 同 真 时 AV B 便 真 . 《不 可 兼 的 “或 " 可 如 下 表示 : 
(AVB)&™(A&B).) 

蕴涵 式 ADB 和 了 IAVB 同 ($27 *59)， 并 叫做 实质 蕴涵 . 
ADB 之 成 立 并 不 要 求 在 A 与 B 这 两 观念 之 间 有 必然 的 联系 。 例 
如 ， 月 球 由 绿 乳 酷 组 成 实质 蕴涵 2 十 2 一 5 (因为 前 提 是 假 的 ). 
费 尔 马 “最 后 定理 ”实质 冀 涵 2 十 2 = 4( 因 为 结论 是 真 的 ). 这 曾 
被 一 些 学 者 看 作怪 论 (路 易 斯 (Lewis) [1912, 1917])。 我 们 不 想 
深入 讨论 这 个 有 争论 的 问题 , 但 给 出 下 殉 的 一 些 简单 附注 ， 当 在 
更 大 一 些 的 范围 内 例如 在 完全 数论 系统 内 而 考虑 时 ， 实 质 蕴 池 的 
作用 可 以 得 到 更 好 的 理解 。 Vx(AG) 二 B(xz)) 表示 两 个 当 作 变 命 
题 (或 “x 的 命题 画 数 ” ) 的 A(x) 与 B(x) 之 间 的 一 种 关系 , 叫做 形 
式 董 涵 . 由 于 实质 蕴涵 的 特性 ， 只 要 前 件 为 假 全 式 便 成 立 ， 所 以 
当 实 质 曹 涵 与 全 称 性 结合 而 得 出 形式 荀 涵 时 ， 便 可 以 容许 定理 
Yx(A(xz) 二 B(xz)) 对 某 些 x 值 空虚 地 (vacuously) 成 立 。 这 是 一 
种 技巧 ,和 把 数 0 引进 数 系 中 以 及 把 空 集 引进 集合 论 中 同样 ,都 是 
使 得 定理 的 表述 可 以 更 为 言 简 意 凡 ， 实 质 蕴涵 的 男 一 特性 , 只 要 
后 件 真 全 式 亦 成 立 , 亦 有 同样 的 作用 . 照 通 常用 语 来 说 , 忆 也 许 更 
该 读 为 “如 果 …… 则 ……” 或 读 为 “只 当 ”。 但 是 对 习 而 言 “蕴涵 ”是 
一 个 很 方便 的 名 称 . 使 用 它 时 ,我 们 遵照 数学 中 普通 的 惯 技 , 即 把 
从 有 关 技 术 理论 中 而 来 的 类 似 概念 给 以 相同 的 名 称 ，【〈 例 如 在 数 
学 中 有 各 式 各 样 的 “加 法 ”与 “乘法 ”. ) 在 我 们 的 形式 体系 中 , 运算 
子 汪 的 确 有 蕴涵 的 特性 , 由 于 它 具 有 推演 定理 及 规则 2( 即 定理 2 
的 两 个 二 规则 ) 所 表示 的 那 两 个 性 质 之 故 ， 所 以 它 的 确 表 示人 逻 辑 
后 承 , 但 不 是 由 于 某 种 先 验 〈a priori) 的 意义 ,而 是 由 于 该 形式 系 
统 的 推演 公设 所 确定 的 意义 . 

演算 的 其 它 形式 ”由 *56 一 *61 可 见 , 即 使 把 站 以 及 汪 ,&,V 
三 个 运算 子 之 一 作为 演算 的 原始 运算 子 (形式 记号 ), 并 把 其 它 两 
者 定义 为 一 些 缩写 记号 (例如 在 $26 中 对 ~ 的 定义 那样 ), 命题 演 
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算 ( 古 典 的 一 一 译 者 注 ) 的 记号 完备 性 ($ 29 来) 仍 可 得 到 ， 进 一 步 
的 简化 可 以 化 归于 唯一 的 一 个 原始 运算 子 | (叫做 “ 析 取 否定 : 或 
“ 舍 佛 Sheffer 的 竖 记 号 ' ,[1913*]), 它 由 下 表 定 义 : 

AIlB 

Bt 

Atiiit 

flitit 
然后 把 一 入 定义 为 &14, 把 AVB 定义 为 (A)1( 一 B)». 

我 们 本 来 把 代入 规则 作为 辅助 推演 规则 而 导出 的 ，§ 25 定理 

3, 但 在 建立 命题 演算 时 亦 可 以 把 它 作为 一 个 直接 公设 准则 : 

E 

E*" 
在 这 情形 之 下 ， 命 题字 母 便 叫 做 命题 变 元 ， 而 使 用 元 数学 变 元 
“A”,“B”,“C” 所 表示 的 公理 模式 便 可 代 以 用 形式 变 元 A, B, C 
所 表 的 特殊 公理 一般 都 把 直接 代入 规则 理解 为 每 次 只 对 一 变 元 
施行 (参见 $25 附注 1). 

例 3 这 时 我 们 就 以 4>(B 二 A) 作为 公理 1a。 对 任何 给 
定 的 公式 A 与 B 而 想 作出 AC(BA) 的 证 明 , 便 可 如 下 进行 . 如 
果 AA 不 含有 忆 , 则 先 以 A 代 入, 再 以 B 代 B。 如果 A 含 有 B, 则 命 
P 为 与 委 不 同 的 命题 字母 且 不 出 现 于 A 中 的 ， 然 后 先 以 P 代 有 B， 
A 代 A,B 代 P。 

这 是 建立 命题 演算 时 更 常用 的 方法 ; 我 们 所 选用 的 公理 模式 
法 乃 由 冯 纽 曼 [1927] 所 给 出 ， 不 管 那 一 种 方法 , 推论 规则 都 必须 
具有 模式 的 特征 ,必须 应 用 元 数学 的 变 元 ,因为 它 必须 供给 无 穷 多 
次 应 用 的 可 能 。 对 使 用 直接 代入 规则 的 演算 言 , 尽管 可 证 性 观念 
仍然 一 样 (读者 可 自行 证 明 ), 但 是 可 推广 性 关系 却 更 加 广泛 了 . 现 
在 , 推 注定 理 以 及 (依赖 于 它 的 ) 其 余 辅 助 推演 规则 必须 对 命题 变 
元 在 辅助 推演 中 的 使 用 〈 当 应 用 新 的 代 人 规则 时 ) 有 所 限制 ， 该 


了]D 一 般 , 对 任何 公式 4,B 言 ,1A 定义 为 Al1AAVB 定义 为 ("1(A)] 1B) 一 一 译 
者 注 。 
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限制 恰 和 谓词 演算 中 在 使 用 规则 9 与 12 时 个 体 变 元 所 受 的 限制 一 
样 . 

在 把 命题 滨 算 作为 一 个 形式 体系 而 建立 时 ， 虽 有 上 述 丙 种 不 
同方 式 ( 还 有 别 的 ), 但 本 质 上 我 们 还 是 得 到 同一 的 演算 。 除却 运 
算 子 的 选择 有 所 不 同 外 , 可 证 公式 集 以 及 解释 (两 客体 域 的 算术 ) 
还 是 一 样 的 。 所 有 这 些 体系 , 以 及 抽象 掉 其 特殊 表述 后 所 得 的 公 
共 理 论 ,可 以 叫做 古典 命题 演算 或 二 值 命题 演算 . 

其 它 的 命题 演算 ”此 外 还 有 别 的 命题 演算 ， 它 们 所 以 是 命题 
六 算 因为 它们 对 一 命题 的 分 析 只 分 析 到 它 如 何 由 〈 当 作 一 个 整体 
的 ) 别 的 命题 而 构成 ,因而 它们 对 公式 所 作 的 定义 本 质 上 是 一 样 的 
(除却 运算 子 有 特别 的 选择 外 )， 但 它们 却 和 这 里 所 研究 的 系统 有 
本 质 的 不 同 . 

有 一 类 是 把 二 值 命题 演算 推广 至 ” 值 命题 演算 ，?” 为 之 2 的 
任何 正 整 数 . 当 ” > 2 时 它们 由 卢 卡 西 维 支 [1920] (” 一 3) 及 坡 
斯 特 [1921] (任何 x) 所 研究 ， 它们 可 借助 于 > 客体 算术 中 的 真 
值 表 而 处 理 ?， 正 和 古典 系 绕 可 借助 于 两 个 客体 的 表面 处 理 一 样 。 
(参见 , 例如 , 卢 卡 西 维 支 与 塔 斯 基 [1930], 罗 歌 与 层 尔 凯 [1945， 
1949，1952].)3 

另 一 例子 是 直觉 主义 命题 演算 ( 海 丁 [1930])?, 它 可 作为 对 命 
题 的 直觉 主义 数学 推理 的 形式 体系 化 .正如 $23 所 指出 的 , 如 果 
在 我 们 的 公设 群 A1 (或 A) 中 简单 地 把 公理 模式 8 代 以 公理 模式 
8', 我 们 便 得 到 它 的 (或 直觉 主义 谓词 演算 的 ) 公 设 表 了 , 这 并 非 海 
丁 原 来 的 公设 表 而 是 由 坚 钦 [1934 一 5] 所 提示 的 。( 海 丁 对 谓词 资 


1) 对 有 直接 代 人 公设 规则 的 命题 演算 言 ， 把 任 一 个 不 可 证 命题 公式 作为 公理 而 加 
到 演算 去 ,由 定理 10 系 2 ,必然 引起 矛盾 ,因为 这 时 公理 已 有 公理 模式 的 作用 了 
《参见 第 142 页 脚注 ) 一 一 俄 译注 ， 

2) 这 时 在 # 个 客体 中 有 个 (1 和 <p<w) 叫 做 特 指 值 ,演算 的 真 值 家 解 释 为 :每 
一 逻辑 运算 子 都 对 应 于 一 函数 , 以 # 客 体 域 为 定义 域 及 值 域 ， 如 果 在 解释 之 下 
对 变 目的 每 一 组 值 一 公式 都 永 取 特 指 值 ， 则 这 公式 便 是 永 真 的 ， 一 一 俄 译注 ， 

3) 信 得 提 出 雅 布 隆 斯 基 〈C. B. JWGroHcrgi) 的 著作 [1954”, 1956°] 一 一 俄 译注 . 

4) 就 本 书 全 书 体例 , 古典 系统 与 直 党 主义 系统 是 平行 发 展 的 , 这 里 把 后 者 放 在 “其 
它 系 统 ” 内 , 似 欠 学 虑 一 一 译 者 注 ， 
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算 的 公设 见 海 丁 11930 a]，) 我 们 加 以 编号 的 各 结果 以 及 附 有 着 
重点 的 各 定理 ,如 果 在 我 们 的 以 往 讨 论 中 不 是 直觉 主义 地 证 明 的 ， 
都 已 标 有 记号 “*”， 到 底 它 们 是 否 对 直觉 主义 系统 不 成 立 ,这 是 一 
个 需要 就 各 个 个 别 情况 加 以 深入 讨论 的 问题 .本 书后 文 将 加 以 讨 
论 ($ 80,$ 82)。 本 节 的 结果 , 即 命题 演算 是 有 判定 过 程 的 这 个 结 
果 ， 对 直觉 主义 系统 亦 是 成 立 的 ($80 定理 56(d))。 现在 已 经 知 
道 ， 在 直觉 主义 的 命题 演算 中 ， 四 个 运算 子 没有 一 个 是 能 够 由 其 
余 三 个 运算 子 表示 出 来 的 〈 怀 斯 堡 (Wajsberg) [1938]。 麦 坚 西 
(MecKinsey)[1939]); 而 且 该 演算 亦 不 能 用 有 限 的 > 值 的 真 值 表 来 
讨论 ( 哥 德 尔 [1932])D， 但 使 用 4 一 % 值 时 则 是 可 以 的 ( 雅 斯 柯 
夫 斯 基 [1936#])， 

与 这 里 所 研究 的 古典 演算 有 所 不 同 的 还 有 严格 草 涵 的 命题 演 
算 (路 易 斯 [1912]) 与 模 态 命题 演算 , 它 处 理 “可 能 性 “必然 性 ' 等 
等 . (参见 路 易 斯 与 朗 福 德 [1932], 费 依 (Feys) [1937 一 38], 麦 坚 
西 与 塔 斯 基 [1948], 费 依 [1965].) 


1) 如 果 对 直觉 主 义 命题 演算 存在 一 个 解释 ,并 可 作为 x 值 演算 的 解释 (参见 前 面 肢 
注 )， 则 公式 4 二 A,)V…VCAs 二 Ants) (所 有 4DAi，i<Poioj<a+1 
有 形 的 项 的 析 取 式 》 便 将 永远 取得 特 指 值 (因为 每 一 个 含有 A 汪 A 项 的 析 取 式 是 
可 证 的 ) 因 而 便 是 可 证 的 ;根据 本 书 第 十 五 章 定理 57, 便 将 有 isi 而 ;使 得 北 
部 式 入 ;了 A 为 可 证 的 ,这 与 定理 9 相 蔬 盾 一 — 俄 译注 。 . .， .， - 
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第 七 章 谓词 演算 
$ 31. 谓词 字母 公式 


在 本 章 内 我 们 研究 恰巧 只 使 用 群 A 的 公设 时 所 得 的 形式 系统 . 

前 章 记 研究 的 命题 演算 只 是 形式 体系 化 了 下 列 的 逻辑 关系 ， 
即 分 析 一 命题 如 何 由 别 的 更 简单 的 命题 组 成 ， 而 所 用 的 组 成 运算 
是 把 更 篇 的 命题 当 作 未 分 解 的 整体 的 ， 

在 谓词 演算 中 ,我 们 的 分 析 更 进一步 ,还 可 以 考虑 这 种 更 简单 
的 命题 的 “主语 一 谓词 ”结构 ,并 可 以 使 用 与 这 种 结构 有 关 的 组 成 
运算 ， 

这 种 分 析 仍 然 没有 把 数论 命题 结构 的 各 种 面 狐 都 考虑 到 . 正 
和 前 章 一 样 ,为 了 强调 这 点 , 我 们 引入 另 一 种 公式 概念 , 把 公式 的 
数论 式 定义 中 各 种 不 相干 的 细节 删除 ,以 便 可 有 更 广泛 的 应 用 . 

我 们 首先 引进 一 种 新 的 形式 表达 式 ， 它 是 $25 所 引入 的 命题 
字母 的 推广 ,如 下 ， 

A, A(a), ACa,b),..., B,B(a),B(a,b),..., C,C(a), 
Cla, 8)，……。 这 些 表 达 式 叫做 《具有 附加 变 元 或 命名 式 变 元 的 ) 
谓词 字母 . 〈 译 者 按 ,命名 式 变 元 指 e, 8 等 , 它们 只 用 以 表示 空位 
个 数 而 不 是 ' 个 体 ' 变 元 .) 以 前 用 作 命题 字母 的 每 一 个 符号 现在 对 
于 不 同 的 > > 0 都 变 成 了 具有 4 个 附加 变 元 的 不 同 谓词 字母 , 当 
+ = 0 时 , 谓词 字母 便 是 命题 字母 。 这 个 附加 变 元 可 以 是 任何 
2 个 不 同 的 变 元 ， 同 一 的 谓词 字母 而 选用 不 同 的 附加 变 元 时 便 得 
到 该 谓词 字母 的 不 同 的 命名 式 ,例如 ,A(a,b),A(b,a) 及 ACec,d) 
便 是 由 A 及 两 个 附加 变 元 所 组 成 的 谓词 字母 的 三 个 不 同 的 命名 
式 , 但 ,4A(a) 及 4(a, b,c) 则 是 别 的 谓词 字母 ,而 A(a, a) 不 是 
谓词 字母 ， 经 常 在 茶 个 讨论 中 , 我 们 总 是 把 在 整个 讨论 中 出 现 的 
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每 个 不 同 的 谓词 字母 只 用 一 个 命名 式 采 条 示 , 即 在 整个 讨论 中 ,只 
用 一 个 固定 的 ” 个 附加 变 元 序列 ; 一 般 是 把 这 个 附加 变 元 从 一 
个 无 穷 变 元 序列 a, a, a,…… 中 取 前 面 的 > 个 〈 这 序列 一 般 是 用 
a,b ,CC,* .…)D。 

在 谓词 字母 公式 的 定义 内 (归纳 地 定义 于 后 ), 所 亩 项 全 是 变 
元 .但 我 们 宁可 有 时 说 “项 ”有 时 说 “ 变 元 ”, 使 得 容易 看 出 如 何 可 把 
讨论 加 以 推广 ， 因 为 在 后 面 有 时 我 们 愿意 把 “项 ” 还 包括 更 多 的 东 
西 而 不 只 是 单纯 的 变 元 . 

1. 如 果 P(a,……as) 是 具有 附加 变 元 的 谓词 字母 ,而 bt ……， 
ts 为 项 , 则 P(t,** * st») 是 一 公式 ， 2 一 5。 如 果 A 与 B 是 公式 , 则 
(A) 汪 (B),(A)&(B),，(A)V(B) 及 (A) 是 公式. 6 一 7， 如果 
是 一 变 元 , 而 AG) 是 一 公式 , 则 Vx(A(x)) 及 3z(A(x)) 是 公 
式 ，8. 只 有 由 1 一 7 所 给 出 的 才 是 公式 . | 

例 1 由 1, A(b5,a), B,A(a,b) 及 Ala,a) 为 谓词 字母 公 
式 . 这 可 由 两 个 命名 式 A(a,6b) 及 B 出 发 便 得 .继续 使 用 3 及 2 
(根据 通常 的 约定 ,$17, 可 删 去 括号 ), 可 知 A(b,a)&B 及 A(b， 
a)&B 一 A(a,b) 为 谓词 字母 公式 ， 最 后 由 6 可 知 , Vb(A(b,a)& 
B 一 A(a,b)) 为 谓词 字母 公式 . 

在 本 章 内 , 当 我 们 说 “项 “公式 ”而 不 明 指 其 意义 时 ,这 两 名 词 
既 可 分 别 理解 为 自由 变 元 及 谓词 字母 公式 ， 亦 可 以 作 数 论 的 意义 
而 理解 ($17)。， 这 两 个 形式 体系 虽 同 以 群 A($19) 为 公设 表 , 但 其 
形成 规则 却 不 相同 ， 我 们 把 它们 分 别 叫 做 纯 谓词 演算 及 数论 谓词 


1) 应 该 分 别 “ 谓 词 字母 "概念 和 “ 具 附 加 变 元 的 “谓词 字母 ?或 “ 具 命 名 式 变 元 的 谓词 
字母 ?这 概念 (在 译文 由 正如 在 原文 中 一 样 ; 具 附加 变 元 ?等 字样 可 以 省 去 ?因为 
由 上 下 文 可 知 所 指 是 那 一 个 市 不 致 渴 乱 )。 今 设 C 为 命题 字母 而 zi.…?zA 为 
不 同 的 变 元 ; 则 形式 表达 式 CCzs ，… zhA) 叫做 具 附 加 变 元 的 谓词 字母 或 具 命 
名 式 变 元 的 谓词 字母 .两 个 具 附 加 变 元 的 谓词 字母 C(ziy…?zh) 与 Du 
us) 叫做 是 同一 谓词 字母 的 命名 式 ， 如 果 C 与 D 同 而 & 与 ! 同 ， 因 此 谓词 字母 
概念 亦 是 由 抽象 得 来 的 * 即 由 《作为 同一 亩 词 字母 的 命名 式 的 ) 那些 具 附 加 变 元 
的 谓词 字母 抽象 出 来 的 那个 公共 东西 一 一 俄 译注 . 《中 译 老 按 : 原作 者 所 以 机 
引信 “ 具 附 加 变 元 的 谓词 字母 ?一 概念 似 正 在 于 根本 不 用 抽象 的 “谓词 字母 ? 这 
个 概念 。 俄 译 者 的 区 别 昌 无 误 , 但 与 原作 者 的 着 眼 点 不 同 。)》 
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演算 . 

当 进 人 元 数学 以 前 ,我 们 先 看 看 ,这 个 形式 体系 如 何 可 以 解释 
为 谓词 的 演算 , 

在 通常 的 语气 中 ,一 命题 是 用 句子 表示 的 .。 这样 “谓词 便 由 
不 完全 名 或 者 含有 空位 的 句子 空 杠 来 表示 ， 例 如 ， 一 一 是 人 ” 便 
表示 一 谓词 。 当 我 们 把 空位 填 以 主语 之 名 如 “ 苏 格 拉 底 (Socrates》” 
时 , 便 得 到 一 个 旬 子 ,“ 苏 格拉 底 是 人 ”. 这 种 情况 可 以 用 近代 数学 
上 “函数 ' 一 概念 ($10) 来 描述 这 时 ,谓词 便 是 一 元 函数 。 其 变 元 
的 变 域 是 一 个 以 苏 格 拉 底 、 奇 伦 等 为 元 素 的 域 .由 这 函数 可 使 这 域 
内 每 一 个 元 素 对 应 于 一 命题 即 当 自 变 元 以 这 域 的 元 素 作为 变 什 
时 ,这 谓词 便 以 命题 作为 相应 的 值 ， 因 此 谓词 便 是 一 元 命题 函数 ， 
谓词 又 常 叫做 特性” ,例如 ,在 第 二 ,三 章 内 我 们 便 是 这 样 称呼 的 ， 
在 这 种 用 语 下 ， 一 一 是 人 ” 便 表 示 是 人 这 个 特性 P, 而 " 苏 格 拉 底 
是 人 " 便 表 示 下 命题 ， 苏 格拉 底 具有 特性 P. 另 一 个 有 关 的 名 称 是 
类 ' ;" 苏 格拉 底 是 人 "表示 苏 格 拉 底 属 于 人 这 个 类 C。( 就 严格 的 
文法 意义 说 ,谓词 是 一 旬 子 对 其 主语 所 说 的 ,这 比 ' 一 元 命题 函数 ' 
或 特性 " 要 狭 一 些 ,因为 照 文法 所 说 ， 对 谓词 而 言 ,在 句子 空 框 里 
所 省 去 的 名 词 必须 是 该 名 的 主语 才 成 .) . 

作为 第 二 个 例 , 试 讨论 下 列 的 句子 空 框 : “一 一 爱 一 一 就 
文法 的 用 语 说 ,这 里 有 一 个 他 动词 及 两 个 空位 ,其 一 须 填 人 主语 的 
名 如 “ 贞 妮 ”, 另 一 须 填 人 宾语 的 名 为 “约翰 ”"。 至 于 结果 所 得 的 是 
真 命题 或 假 命 亚 , 我 们 不 加 讨论 。 在 这 例 中 ,句子 空 框 表示 一 个 二 
元 关系 , 即 两 元 素 之 间 的 关系 , 换 名 话说 ,表示 二 元 命题 函数 ， 

在 别 的 例子 里 ,可 以 有 好 些 相应 的 空位 需 填 人 同样 的 名 的 .全 
如 一 一 :为 一 一 :的 父亲 或 一 一 : 为 一 一 :的 母亲 ”表示 一 个 二 元 关 
系 , 亦 可 表示 为 “一 一 ! 是 一 一 ;的 父母 ”. 

读者 容易 作出 一 些 句子 空 框 的 例子 ， 在 其 中 包含 有 任意 多 的 
2 个 空位 或 = 个 相应 的 空位 组 的 . 这 样 的 句子 空 框 表 示 元 关系 
或 = 元 命题 函数 

从 函数 的 观点 来 说 , 传统 意义 的 “谓词 '〈 第 一 个 例子 ) 与 关 
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系 ' 之 间 的 差别 是 无 关 重要 的 ;同样 ， 在 前 两 例 中 主语 与 宾语 间 的 
差异 亦 然 。 今 后 通称 为 “谓词 ' 及 “客体” , 那 将 是 更 方便 的 ， 因此， 
所 谓 (x 元) 谓词 将 指 2 元 的 命题 函数 ,这 里 ” 可 为 0, 所 指 为 一 命 
题 , ”可 为 1, 所 指 为 传统 意义 的 谓词 或 特性 , ” 可 >1, 所 指 为 元 
关系 .《〈 当 =” >0 时 ) 自 变 元 的 值 叫做 客体 , 而 身 变 元 叫做 客体 变 
元 . 

谓词 演算 便 是 把 这 样 广泛 意义 的 “谓词 ， 即 命题 函数 ， 来 处 

理 的 逻辑 .因此 有 些 作 者 不 称 之 为 “谓词 演算 ”而 称 之 为 函 词 演 

这 里 我 们 只 讨论 下 列 情形 的 谓词 演算 ， 即 它 的 所 有 客体 变 元 
都 指 同一 的 客体 域 , 这 时 客体 亦 可 以 叫做 个 体 ,而 客体 复元 又 叫做 
个 体 变 元 。 就 应 用 于 我 们 的 数论 系统 来 说 ,这 个 (其 同 一 的 客体 域 
的 ) 情 形 已 经 够 用 了 ,这 时 客体 域 便 是 自然 数 集 . 

在 谓词 演算 的 处 理 中 ,并 不 对 客体 域 作 任 何 假设 ,除却 假设 它 
非 空 即 它 至 少 有 一 元 素 以 外 就 纯 资 算 而 言 , 甚至 于 没有 引用 域 
中 某 特 别 客体 的 工具 , 即 我 们 虽 有 个 体 变 元 却 没有 个 体 常 项 。 

我 们 再 看 如 何 来 选择 表示 谓词 的 符号 体系 。 上 面 我 们 用 空白 
来 表示 句子 空 框 中 的 空位 ， 它 们 可 代 以 数学 中 常用 的 称 作 ' 变 元 ” 
的 字母 。 因 此 ,我 们 不 说 “一 一 ! 是 一 一 ; 的 父亲 或 一 一 ! 是 -一 :的 
母亲 ”而 说 (1) “a 是 & 的 父亲 或 4 是 2 的 母亲 ”， 数学 上 的 例子 
如 (2)"o 是 偶 的 ”,(3) “a 等 于 5b”, 《4) “a 小 于 如 等 ， 

更 进一步 ， 既然 谓词 是 函数 的 一 种 ， 即 以 命题 为 值 的 函数 ， 
因此 在 称呼 谓词 时 ， 除 却 男 有 常用 的 记号 外 ， 我 们 便 用 函数 记号 
《$ 10)。 例 如, 我 们 可 把 (1) 的 谓词 记 为 “PCs,5)”( 即 “a 是 5 的 父 
母 ")，(2) 的 谓词 记 为 “ECa)”， 即 依 函 数 记 法 把 谓词 记号 (“P” 或 
“五 ) 放 在 自 变 元 之 前 . (在 $7 处 用 “PC(n)” 表 示 有 特性 P 时 我 
们 已 经 这 样 做 了 .) 对 (3) 及 (4) 我们 却 用 常用 的 关系 记号 “a 一刀 
及 "a < , 把 谓词 记号 (“一 "或 <”) 放 在 自 变 元 之 间 . 

在 纯 谓 词 演算 中 ， 谓 词 字母 如 A(a, 8), B 等 是 被 解释 为 代 
表 未 明 指 的 谓词 的 , 即 ACa, 8) 代表 一 个 二 元 谓词 ,B 代表 一 个 
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零 元 谓词 ( 即 命题 ) 等 等 。 因此 , 任何 谓词 字母 公式 都 可 以 解释 为 
代表 一 个 谓词 ， 该 谓词 由 公式 中 出 现 的 不 同 谓词 字母 所 表示 的 谓 
词 而 决定 ,例如 ,V5C(A(b,a)&B 一 A(a,b)) 表示 一 元 谓词 (该 元 
相应 于 自由 a), 该 谓词 由 A《a, 5b) 所 表示 的 二 元 谓词 及 B 所 表 
示 的 命题 所 决定 . 

注意 ;如 果 我 们 用 ACa,65) 作为 具有 两 个 附加 变 元 的 请 词 字 
母 入 的 命名 式 , 则 在 解释 中 , 当选 定 A(a, 6) 应 当代 表 什 么 后 ， 
便 须 照 范 数 记 法 ($10) 的 标准 约定 而 决定 4A(c, 6b), Al(a, a)， 
A(Cb, a) 等 的 意义 。 

类 似 地 ,按照 各 符号 的 通常 数论 的 意义 ,在 数论 系统 中 任何 公 
式 都 可 以 解释 为 表示 一 谓词 ， 例 如 ,3c(a 一 0%ec) 表 未 Ela) 或 < 
为 偶 的 ,a 一 了 表示 4 一 5b, 而 3e(c 十 a 一 六 ) (在 $17 中 缩写 为 
a 二 ) 表 示 4a 三 5. 

设 x,"…: ,x。 为 不 同 的 变 元 ,而 A(Ca，……， xs) 为 一 公式 ( 任 
一 意义 的 公式 )。 当 我 们 把 ACa，…，x) 解释 为 一 谓词 ， 或 对 
它 作 形式 运算 而 该 运算 与 把 它 解释 为 亩 词 一 事 相 符合 时 《即使 在 
形式 运算 中 不 牵涉 到 该 解释 )， 我 们 便 把 ACxi，*… , xa) 也 做 以 
xz 为 命名 式 变 元 的 命名 式 , 并 说 , x,*…* ,x 有 命名 式 解 
释 或 有 谓词 解释 ， 命名 式 A(x，'…， xs) 是 系统 中 的 公式 ; 而 
“A(x,*"…… ,xs)” 则 是 该 公式 的 元 数学 的 名 称 (根据 $18 的 代 人 记 
法 ); 有 时 我 们 还 引入 “4 (w+, xa) 作为 谓词 4(xz :xn) 的 
名 ,后 者 乃 是 在 解释 之 下 公式 A(x1，"…* ,xs) 所 表示 的 谓词 。 

很 自然 地 , 我 们 应 把 具有 自由 变 元 的 公式 解释 为 谓词 , 例如 ， 
当 我 们 讨论 该 系统 的 形成 规则 而 所 考虑 的 公式 又 被 当 作 男 一 公式 
的 成 份 时 。 至 于 把 公式 解释 为 命题 一 事 , 我 们 将 在 $32 之 末 加 以 讨 
论 。 


$ 32. 导出 规则 ,自由 变 元 


要 使 用 定理 2($23) 中 谓词 演算 的 导出 规则 ,我 们 必须 注意 变 
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元 所 受 的 限制 : 《1)V 消 或 3 引 中 的 t 必须 对 A(x) 中 的 x 是 自由 
的 (参见 $18)。(2)3 消 的 x 必 不 能 在 C 中 自由 出 现 ,(3) 在 辅助 推 
演 中 对 被 解除 的 假定 公式 而 言 自 由 变 元 是 保持 固定 的 (参见 422)。 
开始 时 我 们 播 人 括号 加 入 附注 以 提醒 读者 注意 ， 但 后 来 则 逐渐 的 
让 读者 自己 注意 了 , 
定理 13 在 *64 一 *68 中 , 设 x,，……, xs 为 不 同 的 变 元 ， 
A(x，……，xzn) 为 一 公式 ,ta ……，b 为 项 〈 不 必 相 异 )， 分 别 对 
A(xr， ””? xn) 中 的 X19"* "> Xn 是 自 由 的 . 对 *67, 还 须 假设 C 是 
不 含 任何 自由 x,，,"… ,x。 的 公式 . T(x,,*…' ,xs) 是 零 个 或 多 个 公 
式 的 有 限 序 列 ， 并 假设 对 辅助 推演 中 最 后 的 假定 公式 A(x……， 
xn) 而 言 自由 变 元 是 保持 固定 的 。 则 有 : 
#64. A(xis* xs) 上 一 szoVx Vxs A (Xs xn )。 
*65. Vx :VxsACxis xn) 一 A(G to)， 
66，A(ma xo) FA tb)。 
*68。A(t to) 一 3x 3xA(Cx xn)。 
*#67. 如 果 T(xz ,xs),ACx，…… xs) 上 -Cs 则 
了 (xz ,Xo) ,3x "Ix,AC ,x ) eC. 
(z 重 VY 引 ,Vv 消 , 代 入 ,3 引 及 习 消 .) 
如 果 x 是 一 变 元 ,A(x) 与 BCx) 为 公式 , 则 : 
*69。A(xz) 二 B(x)HF 一 xzYxA(x) 二 YVxB(x)。 
*70. A(x) DBCO)HF—:3xA(x) IIxB(x). 、 
证 明 *64。 继续 应 用 简单 Vv 引 规则 ($23)z 次 。 | 
对 *65 及 *66( 及 后 面 的 *68), 我 们 分 两 情形 ,情形 1:4,*…， 
tb 不 合式 ,…* ,xs。 和 情形 2: 此 外 ». . 
*65 情形 1 # 次 使 用 简单 v 消 得 
，VYx…VYxA(x xo) — Vx VxsA (Cty X29 xo) Vx 
VxsA(tsts x zx) 一 … 上 一 VxyA( tas Xa ) HC— 
1) 这 种 对 排 中 律 的 应 用 是 有 穷 性 的 因为 每 一 次 都 可 以 在 两 情形 1 与 2 中 认 出 那 
一 种 成 立 ， 同样 今后 在 有 穷 狂 的 穷 举证 明 或 穷 举 定 义 中 出 现 有 “此 外 ” (或 “其 
余 情 形 等 字样 ) 时 均 可 适 角 同样 的 附注 一 一 俄 译注 ， 
。156 。 


Altis* ,to), 
把 本 情况 假设 ( 按 即 tb 不 含 x, ,xs 一 一 译 者 ) 及 定理 
的 假设 即 bt 分 别 对 A(xs,……, xs) 中 的 %，,*…*, x。 是 自 
由 的 ,两 者 合并 起 来 便 保 证 了 4 对 VYx* …VxsA(xz zx) 中 
的 x 是 自由 的 ,对 Vxs* VxnA(ti, x xa) 中 的 x 是 自 
由 的 ,等 等 (情形 2 将 放 在 *66 情形 1 之 后 .) 
*66 情形 1 合并 *64 及 *65 情形 1 而 得 (或 次 使 用 简单 代 
人 规则 $23). 
*65 情形 2 设 w,,…,w， 为 变 元 ,彼此 不 同 , 与 x1，*…， x 
亦 不 同 , 又 不 出 现 于 A(za，…，xn) 或 bt 中 。 则 由 *65 及 
*66 的 情形 1 得 
Vx :VxsACxis xx) 一 A(Cw wa)— AC ,tn ). 
*68 情形 2 A (tt)—3w .3awA(Cw ws). 又 
A(wis wo)f 一 3x 3xA(x xn)) 故 由 *67 得 
3w…… 3awA(Cw wa) 3 3xsA(Cxi xn)， 
*69. 1. A(x)DOB(x),A(x)H—B(x)H—*VxB(x) 忆 消 ,V 引 . 
2. A(x) OB(x),VxA(x)HF—*VxB(x) Vv 消 , 1[ 根 据 $18 定 
义 1, 项 x 对 A(x) 中 的 x 是 自由 的 ]. 
3. A(x)BCx)| 一 <*VxA(x) 二 VxBGy 一 一 2 引 ,2[ 在 辅助 推 演 
2 中 ,就 被 解除 的 假定 公式 YxA(x) 言 , 变 元 x 保持 固定 ,因为 x 在 
VYxA(x) 中 不 自由 出 现 ]. 
*70. 1. A(x)DB(x),A(zx)H— B(x)H— 3xB(x) 
*69 第 二 步 ], 
2. A(x) DB(x) ,3xA(x)H—*3xB(x) 习 消 , 1[ 3xB(x) 不 含 
自由 x, 而 在 辅助 推演 1 中 x 保持 固定 ]. 
3. A(x) DB(x)—*3xA(x) EaxB(x) 汪 引 ，2 [x 不 自由 
”出 现 于 3xA(x) 中 ]. 
在 *70 第 二 步 中 所 引用 的 3 消 规 则 是 一 个 辅助 推 六 规则 ，, 而 
*69 第 二 步 所 用 的 Y 消 规则 却 已 经 建立 为 一 个 更 强 的 直接 规则 了 
( 虽 则 根据 $23 例 1 所 引入 的 缩写 法 ,这 两 步骤 可 以 同样 表示 ). 所 
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了 消 ,33 引 [参见 


以 对 *70 的 第 二 步 给 根据 时 用 了 更 大 的 小 心 . 

例 1 对 公式 A(a, a) 而 使 用 Y 引 只 有 一 法 ， 若 使 用 3 引 
(简单 的 或 2 层 的 ) 则 有 多 法 如 下 . 
A(la,a) -va4(a:a) 一 一 V 引 , 令 x 为 ai A(x) 为 ACa,a). 
4(a:a) -3aA(a,a) 一 一 3 引 , 令 x 为 qa; A(z) 为 A(a,a);t 


为 a。 . 

4(a:a) 3bA(a,b)—331l, 令 x 为 b; A(x) 为 Ala, b); tt 
为 a. 

Ala,a) FF—36bA(b,a)——331, 令 x 为 b; A(x) 为 A(b,a);t 
为 a。 


4(a:a) | 一 3a3p84(a ,8) 一 -2 次 习 引 , 令 x， z 为 a, b; A(x, 
Xx) 为 ACa,b); tb 为 aya。 
Al(a,a) FF—3a3bA(b ,a) 2 次 3 引 , 令 x 为 a, b; A (xi， 
zx) 为 A(b,a); ts,& 为 a,a. 
有 自由 变 元 的 公式 的 解释 ”定理 2 中 辅助 推 冲 规 则 所 受 的 必 
变 的 限制 , 即 对 每 个 被 解除 的 假定 公式 言 , 自由 变 元 须 保 持 固定 ， 
这 一 事 可 从 解释 上 的 若干 附注 而 得 到 阐明 ， 这 些 附注 当然 不 是 元 
数学 的 一 部 分 .。 
在 下 文 的 例 2 第 一 步 中 ， 我 们 有 一 个 由 & 关 0 而 作 的 推演 ， 
而 是 保持 固定 的 ,所 以 马上 可 以 引用 二 引 。 在 例 3 中 , 刁 引 却 不 
能 够 马上 引用 ,因为 5 是 变化 的 ,但 经 过 VY 消 后 却 可 以 引用 了 。 在 
例 4, 我 们 可 以 看 见 ,如 果 不 遵守 对 辖 助 推广 所 作 的 限制 , 便 会 得 到 


一 个 错误 的 结果 (在 数论 解释 之 下 ). 
例 2 9 情形 
下 而 在 数论 系统 内 证 出 ($39; 又 “天 过 为 下 一 ! 的 缩 
写 , 见 $17)， 


2. Eb 0Datba—— D3|,1, 


例 3 1.85 关 00 关 0 一 一 代 人 ($23),6 是 变化 的 。 
2. Vb(b 关 0 一 0 9 一 -V 消 ,1。 
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3. Vb(b # 0)D0 A (0 一 一 2 了 引 ，,2， 
人 鲍 186z0 一 步 。 
2? [一 8 天 0 定 0 关 0 一 一 了 2 引 , 误 用 于 1 上。 


42 -0' 关 0 了 0 产 0 一 一 Y 消 ,3 
5，| 一 0 关 0 一 一 对 公理 15 作 代 人 。 
6? [一 0 尖 0 一 一 规则 2,5, 4. 

在 例 4 中 破坏 形式 规则 的 只 在 第 二 步 处 ,读者 在 读 到 下 文 的 
讨论 以 前 可 先 自行 解释 以 说 明 其 错误 。 特别 注意 例 3 与 例 4 中 第 
三 步 的 两 公式 的 差异 ， 此 外 读者 亦 可 对 下 列 两 例 补 充 一 些 形式 方 
面 的 细节 ,并 比较 其 结果 . 

例 .5 如 果 给 出 A(x) 一 -B 及 A(x) 上 7B, 而 x 是 固定 的 ， 
则 有 一 A(x) 及 上 -Vx 一 A(x). 

例 6 如 果 给 出 A(x)| 一 :B 及 A(Cx) 上 一 :一 B，x 未 必 是 固定 
的 , 则 有 | 一 一 VxA(x)。 

. 对 V 消 及 习 消 亦 可 同样 讨论 . 

我 们 知道 ,在 非 形 式 数 学 中 ,叙述 一 命题 时 对 自由 变 元 的 两 种 
不 同 用 法 , 可 用 代数 学 中 恒等式 (x 十 y 六 一 ?十 2xy 十 六 及 条 
件 等 式 ?十 2 一 3x 来 说 明 ,- 

第 一 个 解释 可 用 于 我 们 系统 中 的 公理 及 形式 定理 中 的 自 由 变 
元 ,叫做 全 称 性 解释 .例如 , 公理 14 即 a' 一 b 太 a 一 5， 意 指 对 
任何 两 个 自然 数 ;2 :如果 a 一 双 则 a 一 5; 在 $19 例 1 中 所 证 
朋 的 形式 定理 a = a, 则 说 每 个 自然 数 都 等 于 它 自身 . 

但 当 把 具有 自由 变 元 x 的 公式 A(x) 作为 一 个 形式 推演 的 假 
定 公 式 时 ,我 们 却 可 以 有 所 选择 。 我 们 或 者 把 这 假定 读 成 “假设 对 
于 所 有 x,A(x)”, 因 此 x 有 一 个 全 称 性 解释 .但 我 们 亦 可 读 成 “ 设 

- 7 为 一 数 使 得 A(x)”, 这 时 我 们 说 , x 有 条 件 解 释 . 

在 第 二 个 解释 之 下 ,我 们 便 不 该 在 推演 中 使 用 一 些 运 算 , 它 们 
(从 意义 上 说 来 ) 必 须 容许 x 在 变 域 上 有 变化 的 可 能 的 . 在 全 称 狂 
解释 之 下 可 没有 这 个 限制 。 例 2 第 一 步 的 推广 是 和 条 件 解释 符合 
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的 ; 例 3 及 例 4 的 第 一 步 则 只 能 和 全 称 性 解释 符合 。 至 于 说 在 全 
称 性 解释 之 下 假定 公式 5 关 0 是 假 的 这 一 事 在 这 里 是 无 关 紧 要 
的 ， 并 且 例 3 的 结论 公式 也 是 完全 正确 的 〈 有 虽 则 并 不 是 很 有 趣 
的 ). 

初等 数学 的 学 者 都 熟悉 常数 符号 与 变数 符号 之 间 的 区 别 ， 进 
一 步 的 若 察 可 以 知道 符号 用 法 的 区 别 全 视 上 下 文 而 异 。 一 给 定 的 
符号 常 作为 一 客体 的 名 称 而 引入 ， 并 且 在 某 一 段 文字 中 这 符号 的 
每 次 出 现 都 作为 同一 客体 的 名 字 。 从 文章 以 外 可 以 看 出 该 客体 可 
以 是 某 集 中 任 一 元 素 ( 或 某 元 素 等 )。 因此 本 质 上 说 来 , 在 文章 之 
内 一 符号 必 是 常数 即 不 能 更 改 意义 的 ， 只 从 文章 以 外 看 时 它 才 是 
变 元 。 

《在 一 给 定 的 理论 中 ,实际 上 所 使 用 的 用 语 一 般 说 是 以 整个 理 
论 的 内 容 为 准 的 。 有 时 一 个 符号 在 一 个 重要 的 整个 小 段 中 是 不 变 
的 ， 但 就 整个 理论 说 却 是 变 的 ， 这 时 便 电 做 “ 参 变 元 或 “任意 常 
数 ”。) 

当 公 式 A(x) 中 变 元 x 作 全 称 性 解释 时 ,要求 x 的 每 次 出 现 
必须 表示 同一 的 客体 的 那 段 上 下 文 恰 巧 便 是 整个 公式 A(x). 因 此 
A(x) 便 和 VxA(x) 同意 ， 所 以 仿照 量词 Vx 的 辖 域 那样 ,我 们 说 
A(x) 是 自由 变 元 x 所 表示 的 全 称 性 的 辖 域 . 

对 条 件 解释 言 ,要求 x 的 一 切 ( 自 由) 出现 必须 有 同一 意义 的 
那 眉 上 下 文 不 恰巧 是 A(x) 本 身 而 是 由 ACx) 出 发 而 作 的 整个 推演 
《或 该 推演 中 依赖 于 ACx) 的 部 分 )。 

在 例 4 第 一 步 ， 在 全 称 性 解释 下 “所 表示 的 全 称 性 的 辖 域 恰 
巧 便 是 假定 公式 8 关 0。 如 果 第 二 步 的 公式 是 可 证 的 , 则 全 称 性 
解释 便 应 用 到 整个 公式 ， 辖 域 将 是 Bb 去 02 二 0 关 0 而 不 只 是 其 中 
一 部 分 5 关 0 

在 我 们 的 逻辑 符号 体系 中 全 称 量词 Vx 是 用 以 把 全 称 性 辖 域 
限制 于 公式 的 一 部 分 的 ， 在 自由 变 元 的 全 称 性 解释 下 , 例 4 的 第 
三 ` 三 步 两 公式 (或 例 5 的 两 结论 ) 是 彼此 同 义 的 。 但 若 不 用 量词 
则 和 例 3 第 3 步 ( 或 例 6 的 结论 ) 同 义 的 公式 是 无 法 写 出 的 。 
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设 A 为 一 公式 其 中 所 有 自由 变 元 恰巧 为 依 其 出 现 的 先后 ) 
xx 依 2>0 或 2 一 0 而 分 别 把 A 叫 做 开 的 或 闭 的 ， 闵 
公式 Vx*……YVxsA《 有 了 时 省 写 为 “vA”) 员 做 A 的 闭 包 。 由 *64 及 
*65, A 与 VA 可 互相 推演 出 ( 即 由 一 式 可 推演 出 它 式 ),， 而 从 A 到 
VA 的 推演 中 xi xn 是 变 的 。 在 全 称 性 解释 之 下 ， A 与 VA 是 
同 义 的 。 


$33. 替 换 


设 CA 为 一 公式 , 且 对 其 中 A 的 某 一 次 出 现 作 了 了 明 指 , 设 把 这 
次 出 现 换 为 B 后 得 公式 Ca($26)。 如 果 根 据 公式 定义 中 名 2 一 7 
而 由 A 构 作 CA 以 及 由 了 构 作 Ces， 两 者 将 有 平行 的 过 程 〈$ 17 或 
$31)。 构 作 CA 过 程 中 步骤 的 个 数 (或 者 其 辖 域 中 含有 A 的 那些 运 
算 子 的 个 数 ) 叫 做 A 在 Cs 中 的 深度 . 

例 1 设 A 为 A(b,a), Cs 为 Vb(A(b, a)&gBoOACa, b)) 
(所 明 指 的 出 现 就 是 唯一 的 出 现 ), 而 B 为 3dA(d, a,c)， 则 Cs 
为 V6(3ad4(da, a, c)&B 一 A(a,b)), 由 A 到 CA 及 由 B 到 Ca 的 
平行 构成 过 程 如 下 ,而 深度 为 3。 

A(b, a) 3dA(d, a, ec) 

A(b,a)&B 3dA(d, a, oc)&B 
AC(b,a)&sBIOA(a,b) 3dA(d,a,c)kBIOA(a,b) 
vb(A(b,a)&BOACa,b)) vb(3dA(d,a,c)kBOA(a,b)) 

定理 14 如 果 公 式 A, B, CA 及 Cs 具有 上 文 讨论 替换 时 所 说 
的 关系 , 则 

A~BH—™*CA~ Cs, 
这 里 x,"……,xs 是 A 或 B 的 自由 变 元 而 属于 Ch 的 量词 的 ,而 这 些 
量词 的 辖 域 中 是 含有 A 的 明 指 出 现 的 (替换 定理 )。 

换 名 话说 ，x……，,x 是 A~B 中 的 自由 变 元 ,而 在 从 明 指 的 
A 到 Ch 的 构成 过 程 中 受到 了 量词 化 的 。 本 定理 的 证 明 可 依 深度 
而 作 轨 纳 如 前 ($26 定理 6) ,但 用 到 两 条 新 的 引 理 。 
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补充 替换 引 理 ”如 果 zx 为 变 元 ,A(x) 与 BCx) 为 公式 , 则 : 
*71. A(x)~B(x) |-—’*VxA(x)~VxB(x). 

*72. A(x) ~ B(x) HF— 3xA(x) ~ 3xB(x), 

证 明 由 *69 及 *70 分别 得 证 . 

例 式 续 完 ) 今 在 两 平行 的 列 的 每 对 公式 之 间 写 入 ~ 号, 结 
果 所 得 的 每 个 公式 可 以 由 前 面 的 公式 推 注 出 ， 只 须 继续 使 用 *28 
a,*26 及 *27 (变化 0) 便 可 。 

系 1 在 定理 所 述 的 条 件 下 : 如 果 上 | 一 A~B 风 | 一 CA 一 Ca， 

例 2” 由 *49( 及 *20),| 一 A(xz) 一 下 AGc)。 故 得 

VxA(x)~ TVx™T17A(x). 

例 3 (参见 $26 例 2) 如 果 A 与 B 不 含 自 由 x, 则 : A~BH 一 
AVVYx(A 忆 C(x))~AVVYx(B 刁 C(x))， 如 果 A 与 B 可 能 含有 自由 
zx, 则 : A~B 广 内 VVx(ADCGOD)~AVVx(B 二 CCGx))。 改 恒 得 : 
如 果 上 A~B 则 [ 产 AVYVx(A 二 CCx)) 一 AVVx(B 二 CCGx))。 

系 2 在 定理 所 述 条 件 下 : A~B;CA 盖 Ce, 这 里 x,*…*， 


x。 只 是 就 第 一 个 假定 公式 言 是 变化 的 ， 如 果 广 A~B, 则 Cn 一 


Cs. (等 价 关系 的 替换 性 。) 

在 作 替 换 以 前 ,可 以 先 对 个 体 变 元 作 代 人 (*66)。 

例 4 b+0~a~a=bb +0~a~a= bt:36b 
(6b' 十 0 一 a) ~ 3b(a =~ Bb)。 但 在 $38 处 我 们 将 有 -6 十 0 一 
a ~G 一 5 故 得 | 一 38(2 十 0 = a) ~ 3b(a = 6b”). 

可 以 用 解释 来 闸 明 在 替换 时 关于 变 元 的 处 理 。 在 非 形式 数学 
中 ,如 果 已 知 sinx 与 cos 【三 一 z) 是 同一 函数 ， 即 sm x 一 


cos[ 工 一 #) 是 一 个 恒等式 作 全 称 性 解释 ,$32), 我 们 便 有 理由 
来 在 小 sin xdx” 中 把 “sinx” 换 为 “cos (z 一 *) ,又 可 把 “sin 2x” 
换 为 "cos( 工 一 2x). 但 假设 了 条 件 等 式 sinx 一 1 一 * 后 , 我 们 
没有 权利 在 | sin xzdx” 中 把 “sinx” 换 为 “1 一 x”, 亦 没 有 权利 把 
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“sin2x” 换 为 “1 一 2x”。 

约束 变 元 的 更 改 ” 满 足下 列 条 件 时 我 们 说 公式 A 与 B 是 相合 
的 : A 与 B 具 有 同 数 的 个 符号 , 而 且 对 于 每 个 i(i = 1,…,) 
而 言 :《D 如 果 A 的 第 i 个 符号 不 是 变 元 , 则 B 的 第 i 个 符号 与 它 
相同 . (I) 如 果 和 A 的 第 i 个 符号 是 一 变 元 的 自由 出 现 ， 则 B 的 第 
i 个 符号 亦 是 同一 变 元 的 自由 出 现 。(HID 如 果 A 的 第 ; 个 符号 是 
-一 变 元 的 约束 出 现 而 被 A 的 第 i 个 量词 所 约束 ， 则 B 的 第 i 个 符 
号 亦 是 一 变 元 (未 必 与 A 的 相同 ) 的 约束 出 现 且 被 B 的 第 7 个 受 词 
所 约束 。 

简单 说 ， 如 果 两 公式 只 有 约束 变 元 的 差异 而 且 相应 的 约束 变 
元 被 相应 的 量词 所 约束 , 则 它们 便 是 相合 的 . 

例 5 下 列 两 公式 是 相合 的 : 

Ya(A(ac)V3aaB(a) 二 3pC(a ,6b)), 
vb(A(b,c)V3acB(c) D3aCCb ,a)). 
要 看 出 这 点 可 引入 是 码 以 表示 变 元 的 哪 一 些 出 现 是 被 那 一 个 量词 
所 约束 着 的 : 
Va(A(a,, ec) V3a,8(a,) ha3b6,C(a,,6,)), 
Vb.(Al(b,, ce) V3ecBle,) haaC( ba)) 
如 果 我 们 把 约束 变 元 榨 去 ,只 留 下 空位 及 足 码 , 我 们 便 得 到 相间 的 
表达 式 了 . 

引 理 15a ”如果 x 为 一 变 元 ,A(x) 为 一 公式 ,b 为 一 变 元 使 得 
GDb 对 A(x) 中 的 x 是 自由 的 ,Cii)b 在 A(x) 中 不 自由 出 现 (除非 
b 是 x), 则 : 

*73. FF—VxA(x)~VbA(b). *74. |—3xA(x)~3bA(b). 

证 明 *73. 由 $22 例 3( 步 又 1 一 2) 得 | 一 VbA(b) 二 YxA(Cx)， 
同样 有 | 一 VxA(x) 二 YVbA(b)。 注意 ,由 $18 例 9 可 知 ,Gi) 与 (让 是 
VbA(b) 与 VxA(x) 相合 (或 3bA(b) 与 3xA(z) 相合 ) 的 必要 
与 充分 条 件 . 

引 理 15b， 相合 的 公式 是 等 价 的 ; 即 如 果 A 与 BB 相合 则 
[一 A~B。 
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证 明 设 A 含 有 ?个 量词 ,依次 带 有 变 元 u,"…… su, (未 必 相 
异 )。 设 wy …，wr 为 不 同 的 变 元 ， 在 A 与 3 中 均 不 出 现 。 在 A 
中 把 每 个 uy(f 一 1,.… ,7) 的 出 现 , 几 是 被 第 7 个 量词 所 约束 的 ， 
都 改 为 w， 设 其 结果 为 C。 根据 *73 或 *74 及 定理 14 系 1 而 继续 
作 > 次 替换 后 便 得 | 一 人 A~C。 同 样 有 | 一 B~C。 故 得 (*20, *21) 
| 一 人 一 B。 

例 5( 续 完 ) va(A(a,c) V 3aB(a) 二 35C(a, 5)) ~ 
vd(A(d, e) V 3aB(a) >3bC(d, 5))[*73] ~ vd(A(d, e) V 
3eB (e) DH 3bC (d, b)) [*74] ~ Vd (A (d,c) V 3eB (e) 二 
3fC(d, Ff))[*74]. 仿 此 有 
vb (ACb, ec) V 3cB (cec) 3aC(b,a)) ~ vd(A(d,ce)V 
3eB(e) hE3fC(d,f)). 

附注 1 (a) 与 定理 14 相 类 似 但 用 *6 一 *9b,*12,*69,*70《 而 
不 用 *26 一 *30,*71,*72) 作 为 引 理 可 得 : 设 C 的 一 部 分 A 是 在 
符号 卫 ,&,V ,一 ,V, 引 中 某 些 符号 的 辖 域 之 下 ， 则 在 只 具有 了 公 
设 及 相应 符号 的 公设 的 系统 内 我 们 有 : “AB 一 CA 汪 Cs 或 
B 二 AH 一 seCA 二 Ca。 但 当 该 系统 含有 Y 而 没有 & 时 , 则 VY 公设 
须 补 人 $24 引 理 11 中 的 公理 模式 9a.( 人 参见 厄 勃 朗 [1930] $32 , 麦 
克 兰 〈MacLane)[ 1934]p. 28 , 寇 里 〈Curry)[1939] pp. 290 一 291.) 

(《b) 只 用 公理 9 及 10(11 及 12) 已 经 得 出 ~VxA(x) 忆 VbA(b) 
及 | 一 VbA(b) 字 YxA(x) ( 习 准 此 )。(e) 因 此 ,只 用 二 公设 以 及 (至 
多 ) 相应 于 A 中 记 含 的 还 辑 符号 的 公设 可 得 : 如 果 A 与 B 相 合 则 
| 一 A28B 及 上 盖 B 字 A( 因 而 A，B 可 以 互相 推演 出 )， 不 过 仍 须 照 
(a) 作 出 补充 条 件 。 

永久 缩写 ”我们 对 永久 缩写 例如 “a 二 b”( 在 $17 之 末 讨 论 
的 ) 的 使 用 和 对 痢 时 缩写 如 “A(x)”,“A(%,*… ,xs)” 等 ($18) 的 使 
用 在 两 方面 说 来 是 不 相同 的 .第 一 ,前 者 不 含有 缩写 中 所 未 写 出 的 
自由 变 元 (“潜伏 自由 变 元 ”) ,第 二 ,为 了 免除 把 一 些 项 代 人 到 不 自 
由 的 代 人 位 置 去 , 我 们 允许 缩写 时 所 删 去 的 约束 变 元 (“潜伏 约束 

- 变 元 ”) 可 以 自由 选取 , 使 得 我 们 想 代 人 的 任何 项 对 各 代 人 位 置 都 
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是 自由 的 。 缩写 式 的 任何 合法 的 复原 式 * 都 是 彼此 相合 的 ,由 引 理 
15 b， 因 此 都 是 等 价 的 。 因此 在 讨论 可 推广 性 问题 和 可 证 性 问题 
时 ,用 那 一 个 合法 的 复原 式 是 无 关 重要 的 。 

但 对 于 是 否 为 某 一 公设 的 应 用 的 问题 来 说 ， 复 原 的 方式 却 可 
以 发 生 影响 , 例如 , s < 世 (B2s < 0 一 式 , 只 当 “s < 六 的 两 次 出 
现 都 用 同 法 复原 时 才能 根据 模式 la 而 说 它 是 一 公理 。 因此 今后 
在 使 用 某 一 公式 时 我 们 恒 暗 中 假定 同样 外 貌 的 缩写 都 是 用 同 法 复 
原 的 。 


“34 代 入 


如 果 把 所 得 结果 用 模式 叙述 ， 并 使 用 元 数学 字母 以 代替 而 不 
使 用 特殊 的 谓词 字母 ， 则 对 谓词 字母 的 形式 代 人 规则 的 使 用 大 部 
分 是 可 以 加 免 的 . 在 应 用 这 些 所 得 的 各 种 结果 时 《其 中 元 数学 字 
母 的 所 指 意义 有 了 更 改 ), 我 们 是 作 了 非 形式 的 代 人 的 , 但 这 种 代 
人 并 不 能 算 作 是 形式 代入 规则 的 使 用 ， 从 我 们 开始 研究 形式 系统 
的 时 候 起 ,我 们 已 经 一 贯 这 样 地 做 了 .下面 再 举 一 例 以 有 明 其 意 . 

合 1 在 *83($35) 中 我 们 已 证 明 ， 如 果 x 为 任何 变 元 ， 而 
A(zx) 为 任何 公式 , 则 厂 -3xA(x) ~ Vx 一 A(x)。 今 设 x 为 任何 变 
元 ， 而 A(x) 为 任何 公式 。 今 取 这 个 A(x) 的 否定 即 一 A(x) 作为 
*83 中 的 A(z)， 可 得 六 -3x 一 A(xz) ~ 一 Vx 一 "A(x)。 这 例 以 及 
$33 例 2 便 说 明了 下 列 链 中 的 第 二 三 两 步骤 : 六 VxA(x) ~ 下 
vxA(x)[*49] ~ "Vx ACx)[*49] ~ 3x™71A(x)[*83], 

对 谓词 演算 的 形式 代入 规则 《定理 15) 所 作 的 唯一 实质 的 使 
用 是 在 对 偶 性 的 证 明 处 ($35 定理 18 系 ), 在 那里 , 我 们 要 把 谓词 
字母 代 以 该 字母 的 否定 ,但 根据 命题 演算 代入 规则 ($ 25 定理 3) 
的 证 明 处 所 使 用 的 推理 已 可 得 到 这 个 代 人 的 根据 ， 没 有 任何 新 的 
复杂 性 . 形式 代 人 的 另 一 应 用 在 于 , 先 用 对 偶 性 原则 来 证 明 一 批 


1) 原文 为 unabbreviations 〈 即 由 它 而 得 出 缩 写 abbreviations 的 那个 原 有 公 
式 ) 一 一 俄 译注 ， 
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有 关于 特殊 的 谓词 字母 的 结果 ， 然 后 推广 到 一 般 的 用 元 数学 字母 
而 投 述 的 结果 . 但 这 种 应 用 亦 可 用 下 法 避免 , 即 我 们 只 是 权宜 地 ?” 
使 用 代 人 规则 以 发 现 其 证 明 , 然 后 我 们 不 用 该 规则 而 作出 证 明 . 因 
此 如 果 愿 意 的 话 ， 读 者 可 以 省 去 本 节 后 面 所 作 的 关于 代 人 规则 的 
详细 处 理 的 讨论 . 

把 “出 现 ” 这 个 观念 的 推广 , 对 命名 式 的 解释 是 合适 的 ， 在 非 
形式 数学 中 ; 作为 函数 的 表达 式 时 sinx 出 现 于 “3 sinx 十 cos*” 
中 ,出 现 于 “ ， sinxdr” 中 , 出 现 于 “cosx sin2x” 中 ,但 作为 数目 的 
表达 式 时 它 只 出 现 于 第 一 式 中 . 

为 了 简化 本 节 的 记号 ， 我 们 假定 ， 在 同一 个 代入 的 分 析 中 ， 
每 个 不 同 的 谓词 字母 的 附加 变 元 必 取 自 无 穷 系列 变 元 表 a，a， 
2,"… 中 的 前 *# 个 (参见 $31)， 但 对 不 同 的 代入 而 言 , 这 表 可 以 不 
辣 ( 见 下 ). | “ 

所 谓 在 谓词 字母 公式 卫 中 具有 附加 变 元 的 谓词 字母 P(a, …， 
av) 的 一 次 出 现 是 指 了 中 形 如 Plu,……… ,ts 的 (连续 的 ) 部 分 ,这 里 
4，"… ,ta 为 项 ， 如 果 在 谓词 字母 公式 EE 中 除却 不 同 的 谓词 字母 
(1) Pi(a, “° an ) > **, Pad"* ,anm) (ms ;2n 宕 0;12 写 1)， 
外 ,没有 其 它 的 谓词 字母 出 现 , 我 们 便 说 眉 是 由 这 些 谓词 字母 组 成 
的 谓词 字母 公式 . 

例 2， 谓词 字母 A(a, 6) 出 现 两 次 于 Vb(ACb, a)&B > 
AA(a, 8)) 中 ,第 一 次 出 现 作为 A(B, a), 第 二 次 作为 ACa, 6). 公 
式 Vb(A(5b,a)&BAla,5)) 是 由 Ala, b), B, Cla, b, ce) 
组 成 的 谓词 字母 公式 ， 

把 下 列 公式 ( 依 531 中 的 任 一 意义 ) 

(2) Ai(ai…… an )，- “An(ai ,Anm) 

作为 所 写 的 变 元 的 命名 式 来 代入 EE 中 的 谓词 字母 (1) 处 《结果 得 
E*), 是 指 : 对 每 个 j(j 一 1,……,m), 我 们 把 Pj(a，*… ao) 在 互 
中 的 每 个 出 现 Pj(&,*… ,tsy) 都 同时 代 以 At :tj)， 


1)“heuristicaHy?， 即 姑且 先行 使 用 某 种 欠 根 据 的 方法 以 助 发 现 ， 以 后 再 改 用 正 
式 的 严格 证 明 一 一 译 者 注 。 
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命名 式 变 元 ( 即 诸 a) 本 身 未 必 以 原来 面目 出 现 于 E 与 E* 中 . 
到 底 一 公式 E* 是 否 由 另 一 给 定 公 式 卫 对 其 中 某 些 谓词 字母 作 代 
人 而 得 , 要 解决 这 问题 , 我 们 恒 可 把 在 E 及 E* 中 都 不 出 现 的 变 元 
作为 命名 式 变 元 ,不 过 我 们 并 不 限于 这 样 地 选择 命名 式 变 元 ,如 果 
别 的 变 元 亦 可 用 的 话 . 

如 果 对 于 EE 中 谓词 字 坪 Pla，,"… ,as) 的 每 个 出 现 Pw,*……， 
to) 都 有 下 列 情况 ,我 们 便 说 A(a,… ,as) 对 下 中 的 P(a an) 
是 自由 的 :《A1) 项 at 分 别 对 A(a……an) 中 的 a……， 
an 是 自由 的 ,《A2) 在 玉 中 表达 式 P(t,…, ts) 并 不 在 Vy 或 3y 
的 辖 域 之 内 ,这 里 7 是 A(41，,* ,a。) 中 命名 式 变 元 aa 以 
外 的 自由 变 元 ， 如 果 对 每 个 7 (7 一 1,…, 当 ) 言 ,公式 Aj(a,*…*， 
anj) 对 玉 中 的 P;(a1，,*…, ae) 都 是 “自由 的 ' ， 我 们 便 说 上 述 的 代 
人 是 自由 的 . 

例 3 设 和 一 1; nn 二 = 2; a m 为 c,d; P(ai， a;) 为 
A(e,d); A(a, 2) 为 Vb6B(a, b,c,d)V A(d,c); 而 卫 为 
3c4(c,a)。 则 E#* 为 3c(YVbB(a,b,c,a)V A(la,c))， 这 代入 是 
自由 的 . 

为 方便 起 见 ，a4，*…*,as 在 A(a1,*… aa) 中 的 自由 出 现 叫做 
明显 出 现 , 变 元 在 A(a,*… ,an》 中 的 其 它 出 现 叫 做 潜伏 出 现 ， 明 
显 地 [潜伏 地 ] 自由 (约束) 出现 于 A(a,,…, a) 中 的 变 元 叫做 
A(a,"…* ,as) 的 明显 [潜伏 ] 自 由 (约束 ) 变 元 . 这 种 用 语 可 推广 到 
公式 或 公式 的 一 部 分 而 它 是 由 元 数学 字母 表示 的 场合 .。. 

例 4 如 果 把 4(a, 5) &3aB(a, b,c) 作为 具有 a,b 的 命 
名 式 , 并 表 以 “A(a, 6)”( 或 “A(a, aa), 这 里 <a” “az 表示 ay 6)， 
则 a 的 第 一 个 出 现 以 及 二 的 两 个 出 现 是 明显 的 , 而 a 的 第 二 第 三 
个 出 现 及 e 的 出 现 是 潜伏 的 。 所 以 a 及 8 为 明显 自由 变 元 ,ce 是 
潜伏 自由 变 元 , a 是 潜伏 约束 变 元 ， 若 用 “YaA(a, 6b)” 表 Va(A 
(cb)saaB(a, b,c)), 则 a 的 前 两 个 出 现 是 明显 的 ,其 它 两 个 出 
现 是 潜伏 的 ; 因此 a 既是 明显 约束 变 元 又 是 潜伏 约束 变 元 , Va 是 
明显 量词 ,而 aa 是 潜伏 量词 . 
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在 我 们 今后 的 代入 例子 中 ， 变 元 ay 2, a，… 等 将 是 a, 6， 
c,…….。( 这 种 选择 常 是 可 以 的 ,但 对 例 3 而 言 ,这 样 选择 将 使 在 代 
入 时 潜伏 变 元 有 所 干扰 .) 

(A1) 或 (A2) 之 所 以 不 成 立 , 恒 由 于 潜伏 恋 元 的 存在 . 

例 5 对 Ale)B 中 的 Ala) 言 ,公式 3eA(e,a,b) 不 是 自 
由 的 ,因为 (A1) 不 满足 (代入 后 得 结果 3cAle,e, 刀 一 B,Alc) 中 
的 c 被 3ec4(c, a, 5) 中 的 潜伏 量词 ae 所 约束 了 ), 对 Yb(Al(a) 
了 BC(5) 中 的 4(a) 言 ， 它 ( 即 3cA(ec, a, 5) 一 一 译 者 ) 亦 不 是 
自由 的 ， 因 《A2) 不 满足 (代入 后 得 结果 Yb(3cA (ce, a, 5) 之 
B(B)), 这 时 3cA(e,a,5b) 中 的 潜伏 自由 变 元 6 被 vb(A(a) 
B(6)) 中 的 量词 V8 所 约束 了 ). 

条 件 (A1) 与 (A2) 可 以 看 作 下 列 的 条 件 : 当 用 A(a，.…，an) 
代入 P(a，… ,an) 处 后 , 由 结果 的 E* 中 每 一 部 分 A(Cti，*…*、t;) 
都 可 以 得 出 A(a,"… ,as) 的 一 个 出 现 , 而 且 是 当 作 具 有 a，……， 
an 的 命名 式 的 一 个 出 现 . 

例 6 在 本 例 中 , 命名 式 变 元 将 是 a, 5, ce。 但 我 们 补 以 足 码 
用 以 标 出 变 元 的 各 次 出 现 . 设 玉 为 

0) vbCA(Cb,a)iBIA(a,b,)). 

设 A(a, 6), B,C(as b,ce) (用 以 分 别 代 入 A(a, b), B, C(a， 
5;c) 处 的 ) 为 

Gi) 3aeC(e a, 6, 6), 1B(a), ACa, b) 

《 变 元 的 加 了 是 码 的 出 现 都 是 《潜伏 出 现 )， 那 末 E*( 对 EE 作 代 人 
的 结果 ) 便 是 

Gii) Yb(3ecCle,b,,as,as)& Blas) hI3cCle,, ,bs;,b;)). 
这 代入 是 自由 的 . 

下 列 引 理 的 意义 可 由 其 后 的 例子 而 弄 明白 . 

引 理 16a 如 果 在 E 中 把 (2) 代 (1) 的 代 人 是 自由 的 ， 则 在 结 
果 了 中 ;一 变 元 的 每 个 自由 出 现 都 或 者 由 于 该 变 元 在 下 中 的 自由 
出 现 或 者 由 于 该 变 元 在 某 个 Aj(a,,*…* ,as;) 中 的 潜伏 自由 出 现 ， 
而 一 变 元 的 约束 出 现 以 及 管辖 它 的 量词 或 者 由 于 在 E 中 已 经 如 此 
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出 现 或 由 于 在 其 个 Ai(a，……，aw) 中 已 潜伏 地 如 此 出 现 ,， 而 且 管 
辖 关 系 亦 相同 . . 

例 6( 续 完 ) “《 赴 ) 中 的 两 个 自由 a 乃 由 于 GD 中 的 自由 %，, 自 
由 qs 乃 由 于 Gi) 中 的 潜伏 自由 qs。 被 Vb, 所 约束 的 两 个 b 力 由 
-于 人 中 Vb 所 约束 的 6;。3es 所 约束 的 c; 《两 处 ) 乃 由 于 (i) 中 
的 潜伏 地 被 3c; 所 约束 的 er。 

证 明 大 纲 ”讨论 E* 中 一 变 元 的 某 次 出 现 . 或 者 (情形 1) 它 
不 在 任何 部 分 Aj(4，……*, ts;) 中 出 现 ( 便 如 怒 ), 或 者 (情形 2) 在 
某 一 部 分 Ai(b * ,tj) 中 但 不 在 任何 上 中 出 现 ( 例 如 ce, Cy, as)， 
或 者 (情形 3) 在 4; 的 菜 次 出 现 中 出 现 ,这 是 由 于 对 Aj(ai,*** aw) 
中 a 的 自由 出 现 作 代入 成 为 Aj(4，……, tn;) 后 而 引入 的 《例如 ， 
56, as a4, bs). 在 情形 2 时 用 关于 自由 的 条 件 (A2), 在 情形 3 时 
用 条 件 (A1) , 便 得 本 引 理 的 证 明 . 

引 理 16b 设 公 式 
(2) Ai(a， :an )， ,An(a ”” ,Anm) 

分 别 与 公式 (2) 相 售 , 又 设 公式 鱼 与 F 相合 。 如果 在 F 中 把 (1) 代 
以 (2) 得 结果 F*, 在 鱼 中 把 (1) 代 以 (32) 得 结果 ,两 代 人 同 是 自 
由 的 , 则 从 与 F* 相合 . 

注意 ,如 果 F* 的 第 ?个 符号 由 了 的 (或 由 Aj(a1,-… 5anj) 的 ) 
第 9 个 符号 而 来 , 则 # 的 第 ?个 符号 亦 由 兰 的 (或 ia ao) 
的 ) 第 9 个 符号 而 来 ,再 依 引 理 16a 便 得 证 . 

引 理 17 如果 给 出 一 个 对 F 的 证 明 以 及 一 列 变 元 二 …… ,24， 
则 我 们 可 以 投 到 一 公式 各 ,与 F 相合 且 不 以 2 …，z 的 任 一 个 
”作为 约束 变 元 , 又 找 出 一 个 对 主 的 证 明 ， 在 其 中 应 用 规则 9 或 12 
时 不 以 ma， ……ze 的 任 一 个 作为 应 用 变 元 . 

_ 证明 设 下 中 不 同 的 自由 变 元 为 by，… , b;， 因 而 把 F 叫做 
“FCb,… bs)”。 设 山 ,"… su 为 在 F 的 证 明 内 各 公式 中 所 出 现 
的 所 有 不 同 的 自由 或 约束 变 元 (包括 by,………,b)， 设 而 ,…*,W 为 
新 变 元 , 彼此 不 同 亦 和 uu,…,u,， 4，"… ,za 均 不 同 . 根据 谓词 
演算 ($19 群 A 公设 ) 的 证 明 的 定义 ,各 变 元 在 本 质 上 是 一 样 的 . 因 
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此 ,如 果 在 所 给 的 F 的 证 明 中 , 我 们 把 um， …，ur 的 各 次 出 现 , 约 
束 的 或 自由 的 ， 同 时 分 别 改 为 而 ,，*…, 5,， 结 果 必 仍 得 出 一 个 证 
明 . 设 它 是 FCBb,,: ** ,b,) 的 证 明 ; 故 (《a) 上 一 各 (P， - ,bb,). 由 ?= 
重 代 人 规则 (*66) 得 (b) FG …，Bo) 上 一 2 生 (b bo)， 
b,…… ,bs 与 PR， …，b, 不同 ,根据 *66 的 证 明 可 知 (b) 的 证 明 只 
需 对 P，…'，B， 而 应 用 规则 9 (规则 12 根本 不 用 )。 今 命 放 为 
ECb，- …，b,)。 合 并 (a) 与 b)， 我 们 得 到 站 的 一 个 证 明 ,在 其 中 规 
则 9 与 12 的 应 用 变 元 为 耐 ,…*, 5, (包括 Pb), 故 绝 非 
az 〈 此 外 ,下 与 了 的 相合 亦 是 显然 的 一 一 译 者 注 .) 

定理 15 谓词 字母 的 代入 设 D,,… ,Di, 了 为 由 不 同 谓词 
字母 (1) 组 成 的 谓词 字母 公式 . 设 在 Di,…, Dy, 中 把 (1) 代 以 
《2)( 当 作 各 变 元 的 命名 式 ) 后 分 别 得 D,………， DF, E*。 如 果 (A) 
该 代 人 是 自由 的 ,(B) 对 推 帝 中 含有 谓词 字母 P(a，… :aoj) 的 假 
定 公式 而 言 , Aj(a1,*… ao)) 中 的 潜伏 自由 变 元 是 保持 固定 的 (一 
1,…… mw)，, 那 末 : 如 果 Di,*… ,Di 一 E, 则 Dt， > 了 # 上 一 卫 *。 

(如 果 在 所 给 推 帝 中 ,2) 中 所 有 的 潜伏 自由 变 元 是 保持 固定 
的 , 则 保留 条 件 (B) 当 然 满足 .又 当 ! 一 0 时 ,保留 条 件 (8B) 无用， 
我 们 简单 地 有 ,如 果 广 - 卫 则 | 一 了 ;只 要 (A) 代 人 是 自由 的 .) 

证 明 ”我 们 把 所 给 的 推演 D.,*… ,DE 作为 引 理 8a($24) 
中 的 《1), 而 来 找 出 它 的 《ID 的 证 明 。 (ID 中 的 长 公式 我 们 写 为 
“F”。 由 保留 条 件 (A) 可 知 在 F 中 把 (1) 代 以 (2) 是 自由 的 ,再 由 保 
留 条 件 (B) 可 以 保证 对 (ID) 中 的 了 言 条件 (A2) 是 满足 的 .因此 如 
果 我 们 能 够 证 明 [一 了 *， 则 在 逆 方向 上 应 用 引 理 8a, 便 可 得 出 
D* ,… ,DF 一 E*, 这 便 是 所 要 证 明 的 ， 

因此 , 试 讨论 所 给 的 关于 F 的 证 明 ， 在 这 证 明 内 的 公式 中 ,可 
以 出 现 (1) 以 外 的 谓词 字母 . 今 把 (1) 延 长 为 (1 ) 以 包括 这 些 字 母 ; 
相应 地 把 (2) 延 长 为 (2), 并 使 用 没有 潜伏 变 元 的 公式 作为 其 中 的 
新 增 的 命名 式 . 

假设 在 所 给 的 关于 了 的 证 明 中 我 们 把 (17 全 部 代 以 (2). 则 
恰 如 对 命题 字母 的 代 人 规则 处 所 证 明 的 那样 ($25 定理 3), 我 们 可 
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以 证 明 其 结果 必 是 F* 的 一 个 证 明 , 但 有 下 述 的 两 个 例外 情况 需 行 
考虑 . 

首先 ,在 应 用 规则 9 或 12 时 ,其 中 的 C 当 由 于 代入 而 变 成 C* 
时 可 能 自由 地 含有 该 规则 的 应 用 变 元 x， 因 而 使 得 该 规则 不 能 应 
用 . 这 情形 的 发 生 只 能 由 于 该 应 用 变 元 x 是 (2) 的 潜伏 自由 变 元 
2 za 之 一 。 这 时 可 应 用 引 理 17 先 把 对 下 的 证 明 换 成 公式 对 
的 证 明 , 与 F 相合 并 且 不 含有 约束 的 za ,zs 的 任何 一 个 , 因 
此 在 新 证 明 中 ,规则 9 及 12 的 应 用 变 元 便 不 是 za … ,za 了 . 

其 次 , 当 应 用 公理 模式 10 或 11 时 ,其 中 的 t 在 代 人 后 可 能 由 
于 下 列 缘故 不 再 对 A(x) 中 的 x 为 自由 的 : 用 在 t 中 出 现 的 变 元 
构成 (2) 中 的 一 些 潜伏 量词 。 这 时 我 们 可 找 公式 (2) , 与 公式 (2') 
相合 但 不 以 对 的 证 明 中 任何 公式 的 自由 变 元 或 约束 变 元 作为 约束 
变 元 . 

现在 如 果 在 六 的 证 明 中 我 们 把 (1) 代 以 (22) , 则 上 述 两 情况 都 
不 会 发 生 ,因此 试 把 代入 (7) 的 运算 记 为 “1”, 则 结果 的 公式 序列 
将 是 + 的 一 个 证 明 . 故 且 - 放 +. 

由 于 (>) 中 的 约束 变 元 的 选择 , 当 在 中 把 (1) 代 以 C2) 时? 
于 自由 的 条 件 (A1) 是 满足 的 ， 又 因为 关中 并 不 约束 地 含有 (2) 中 
任何 的 潜伏 自由 变 元 4,… ,za, 所 以 亦 不 约束 地 含有 (72) 中 的 , 故 
条 件 (A2) 亦 满足 了 。 故 在 站 中 把 (1) 代 以 (2) 是 自由 的 。 故 在 F 
中 把 (1) 代 以 (2) 时 亦 然 (如 上 所 说 ). 故 更 由 引 理 16b 得 : 镍 + 与 
F* 相合 ;由 引 理 15b 得 上台 ~ R*。 再 利用 | 一 诗 《 及 *18a)，, 便 
得 上 一 FE* ,这 便 是 所 要 证 明 的 . 

例 7° 我 们 今后 将 证 明 (8$35 例 2): 

(a) | 一 AVYaBfa) ~ va(4VB(a))， 故 由 引 理 15b 得 

(b) | 六 4VYxB(x) ~ Vx(AYV B(x))， 这 里 x 为 任何 变 元 , 故 由 
定理 15 得 (c) AVVxB(x) ~ Vx(AVB(x)), 这 里 定 (x) 为 
任何 公式 ，A 为 任何 不 含 x 自由 的 公式 (否则 保留 条 件 (A) 中 的 


1》 (2) 指 (2') 中 对 应 于 末 延 长 的 (2) 的 那 一 部 分 一 一 泽 者 注 。 
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(A2) 被 破坏 了 ). 这 便 是 *92, 但 须 加 限制 条 件 见 定理 17 所 述 .由 
(b) 容 易 推 得 (d) AVYxB(D)| 一 4AVBG) 及 (e) AV BO) 
AVYxB(x)， 如 想 把 入 代 以 含有 自由 x 的 公式 A, 对 (d) 说 是 容 
许 的 ,对 (e) 说 则 由 于 保留 条 件 (B) 之 故而 不 被 容许 了 . 

代 人 规则 的 保留 条 件 和 我 们 关于 元 数学 字母 的 约定 都 禁止 下 
列 情况 : 同一 变 元 既 明 显 出 现 又 潜伏 出 现 。 如 果 不 想 就 各 个 情形 
而 陈述 更 详细 的 条 件 而 只 想 用 一 条 简单 的 共同 的 规则 ， 则 可 简单 
地 说 潜伏 变 元 必须 与 明显 变 元 不 同 . 这 规则 当然 太 严 格 而 超过 了 
必要 的 限制 了 ,例如 在 *92 中 ,即使 A 有 潜伏 约束 的 x 显然 是 无 害 
的 ， 

附注 1 如 果 了 ,了 为 谓词 字母 公式 , 由 谓词 字母 (1) 组 成 , 又 
TH 一 E, 则 可 找 出 一 个 由 了 到 王 的 推 资 , 其 中 (在 它 的 每 一 个 公式 
中 ) 除却 〈《1) 以 外 没有 其 它 的 谓词 字母 出 现 . 因为 在 所 给 的 推演 
中 ,我 们 可 把 (1 ) 代 以 (2), 而 C2) 则 和 1) 一样, (2) 中 的 新 增 的 命 
名 式 则 只 包含 (1), 俩 如 它们 每 一 个 可 以 是 Vxi* VxsPi(x1，***， 
x»,). 

逆 代 入 ”如果 有 下 列 情 有 形 ,公式 A(al,*…* ,as。》 便 叫做 具有 不 
同 变 元 a，-……, as 的 素 命名 式 : (i) 它 不 具有 下 形 之 一 :ADB， 
AgB,AVB, 了 A,YVxA(x) 或 3xA(x), 这 里 A,B 为 公式 , x 为 变 
元 ,A(x) 为 公式 .(ii)? 它 恰巧 只 含有 变 元 a,"…* ,a 而 不 含有 其 它 
变 元 ， 两 个 素 命名 式 A,(a1,*…， an;) 与 Aj(a， ao 叫做 不 
同 的 (作为 案 命名 式 时 ), 如 果 不 管 项 4，………, ts， 而,…… ,taj 为 
何 , 公 式 Ai(t…， tas) 与 Ai(u，……， any) 总 是 不 同 的 ， 例 如 ， 
a 二 Ta 一 5 与 0 一 a.8 是 不 同 的 ;而 wa 十 a 一 0 与 aa 一 .ec 
则 不 是 不 同 的 . 


1) 从 Gi) 以 后 至 本 女 之 末 ， 是 根据 新 版 而 译 的 ， 初 版 原文 如 下 : “(ii) 除 aty…y an 
外 它 不 具有 其 它 自由 变 元 ， 而 at*…， ax 在 其 中 恰巧 只 各 自由 出 现 一 次 。 今 有 
两 个 素 命 名 式 Ai(al，…，ay 7 与 AiCaiy… “azj )， 如 果 Aj(a1>… "> ay) 不 呈 
Ai(ti…3ts ;2 形 ， 这 里 9-…; t。， 是 ay…，a*， 的 某 种 排列 (因此 zi 一 21)， 
则 我 们 说 这 两 个 公式 《作为 案 命名 式 言 ) 是 不 同 的 ”， 读者 可 注意 改正 前 后 不 同 


® 172 。 


定理 16 ”谓词 字母 的 逆 代 入 ”在 定理 15 的 同样 条 件 下 ， 不 
用 保留 条 件 (A) 及 (B) 但 要 求 (2) 为 相 寞 的 素 命 名 式 , 那么 便 有 :如 
果 DY,… ,Di 一 E*, 则 D,,*…* ,Di 一 E, 。 

这 可 用 和 定理 4($25) 同 样 的 观念 而 证 明 , 同样 它 亦 可 有 第 二 
说 法 . 

命名 式 的 替换 应 用 上 文 ( 例 5 之 后 ) 所 述 的 关于 命名 式 的 出 
现 这 个 概念 可 把 替换 理论 (定理 14 及 *66, 参考 $33 系 2 后) 表述 
如 下 ; A(x x2) ~ BCx， x0) CA) ~ CBrentn)? 
只 要 A(t,… ,ts) 及 B(t，…,ts) 分 别 为 A(%4，，…*, xa) 及 
B(x4,"… ,xa) 的 作为 含有 xj …，xw 的 命名 式 的 出 现 . 

附注 2 类 似 于 定理 15, 16 及 附注 1 的 结果 对 个 体 变 元 亦 是 
成 立 的 , 我 们 只 叙述 下 列 几 点 ， (a) 如 果 za ……，za 为 不 同 的 变 
元 ， 在 D(za……， Za) 及 E(z……， zy) 中 不 约束 出 现 ， 又 如 果 
D(z :zz) 上 一 ECz ze) 而 2 ze 是 保持 固定 的 , 则 可 
以 找 出 一 个 由 D(a4,……, zo) 到 E(za,…， ze) 的 推演 ,在 其 中 
2 … ,zg 不 约束 出 现 ， 证明: 只 就 g 一 1 及 只 有 一 变 元 7 是 变 
化 的 这 情形 而 证 明 。 由 引 理 8a, Y 引 ( 对 z ) 及 改 为 一 新 变 元 云 ,可 
见 vz[VyD(z) 二 E( 动 ] 是 可 证 的 . 这 公式 根本 不 含有 z。 根 据 谓 
词 演 算 中 一 公式 的 证 明 的 定义 ， 凡 不 在 该 公式 内 的 所 有 变 元 都 是 
平等 的 。 因此 可 有 一 个 对 Vz[VyD(z) 了 E(z)] 的 证 明 而 不 含 
有 z。 由 这 公式 及 D(z), 可 由 YY 消 ( 对 2)Y 引 (对 y) 及 习 消 而 推 
出 E(z). (b) 设 Z19"“ “392g 为 不 同 的 变 元 ， 在 D(z ,+ zz) 及 
E(z,*… ,zg) 中 不 约束 出 现 ; 又 设 4,'…*, ty 为 不 同 的 素 项 ( 即 个 
体 符号 或 个 体 变 元 ) 且 全 不 在 D(a4，… ,zo) 或 E(z1,"… ,zs) 内 
出 现 , 除 却 它 为 4,… ,zs 之 一 外 . 则 当 且 仅 当 D(u，……，,t)| 一 
E(t tg) 而 kt 中 为 变 元 的 那些 保持 固定 时 ， 我 们 有 
D(z…，zo) 一 E(z za), 且 zz 保持 固定 ， 因 为 , 由 
(a) ,如 果 2Z1" "9209 ts ”5ty 出 现 为 所 给 推演 中 的 约束 变 元 , 则 
可 以 消除 ,消除 后 如 把 bt …:ty 代 以 名," ,zg 或 把 za za 
代 以 5,… ,te 则 每 步 推论 仍然 成 立 。 


es。 173 。 


$ 35. 等 价 式 ,对 偶 性 ,前 束 式 
定理 17 如 果 x 与 7 为 不 同 的 变 元 ，A，B，A(x)， B(x) 与 
A(x，y) 为 公式 , A 与 B 不 含 自由 x、 对 *79 与 *80 言 ， 还 设 x 对 
A(zx,y) 中 的 了 是 自由 的 , 则 有 : 
*75， | 一 VxA ~ A。 
*+76， | 3xA ~ A, 
*77. | 一 VxVyA(xy) ~ VyVxA(x,y), 
*78. 上 一 3x3yA(x,y) ~ 3y3xA(x,y). 
*79, -VxVyA(x,y)OVxA(x,x), 
*80, 3xA(x,x) DIx3yA(x,y), 
*8]1. VxA(x)D3xA(x),， 
*82, | 一 3xVyA(x,y) 二 Vy3xA(xy)。 
(量词 的 改换 ) 
*83°, | 一 3xA(x) ~ Vx™TA(x). 
*84°, FF—VxA(x) ~ 3x™1A(x). 
(Ga 与 Y 的 每 一 个 通过 另 一 个 及 一 而 定义 .) 
*85°0, |—VxA(x) ~ 3x™A(x). 
*86. 3xA(x) ~ Vx™A(x). 
*87. | 一 VxA(x)&VxB(x) ~ Vx(A(x)&B(x)). 
*88. | 一 3xA(x)V3xB(x) ~ 3x(A(x) VB(x)). 
*89. | 一 AgVxB(x) ~ Vx(A&B(x)). 
*90, |—AV3xB(x) ~ 3x(AVB(Cx))。 
*g1. | 一 As3xB(x) ~ 3x(A&B(x)), 
*92°. |—AVVxB(x) ~ Vx(AVB(x)). 
*g93, |-—3x(A(x)&B(x)) DIxA(x)&I3xB(x). 
*94, |-—YVxA(x)VVxB(x)OVx(A(x) VB(x)), 
《把 外, & ,V 移 过 量词 之 右 )。 
*83a。 | 一 3xA(Cx) 字 一 Yx 表 AKCx)。 
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*84a， |}—VxA(x)D™3xA(x), 
*#85a。 |—3x7A(x) ON VxA(x). 
*92a,. [一 AVYVxB(x) 二 Vx(AVB(x))。 
(对 直觉 主义 系统 有 趣 的 补充 结果 .》 
*g5, | 一 Vx(A 二 B(x)) ~ ADVxB(x). 
*96. | 一 Vx(A(xz) 二 B) ~ 3xA(x) DOB. 
*g7°, |-—3x(ADB(x)) ~ ADI3xB(x), 
*g8°. |-—3x(A(x) DB) ~ VxA(x)DB, 
*99o，. |-—3x(A(x) DB(x)) ~ VxA(Cx) 二 3xzB(x)。 
*97a， (—3x(ADB(x)) I(ADA3xB(x)), 
*98a，| 一 3x(A(xz) 二 B) 二 (YxA(x) 二 B)。 
本 99a. | 一 3x(A(x) 二 B(xz)) 二 (VxA(x) 二 3xB(x))。 


《把 量词 移 过 ,并 比较 古典 的 与 直觉 主义 的 结果 .) 


证 明 对 古典 系统 言 ， 可 先 证 *75 一 *94, 但 *76, *78,*80， 
*88 , *90,*92,*94 除外 ， 如 把 这 七 条 移 到 对 偶 性 以 后 (对 *80 及 
*94 还 移 到 逆 对 偶 关系 以 后 ) 将 省 却 一 些 工 夫 。 然后 根据 *59 
($27) 再 用 *88，*90。*92 及 *85,*86 便 可 以 得 到 *95 一 *99( 古 典 


地 ) 了 ?2. 


*75 ”如 果 我 们 把 A 又 记 为 “A(x)”， 因 为 A 不 含 自由 xz， 故 
A(t) 仍 为 A(x) ($18)， 应 用 Y 消 及 汪 引 (或 公理 模式 10), V 引 
及 > 引 [ 在 v 引 中 x 是 固定 的 ,因为 A(x) 不 含 自由 x] 以 及 *16, 我 


们 便 得 到 结果 . . . 
*79。 1. VxVyA(xsy)H—ACx,x) HF-— "VxA(x,x) 双重 Vv 消 (*65) 
[x,x 这 两 项 对 A(x,y) 中 的 x,y 是 自由 的 ],V 引 . 
2. VxVyA(x,y) OVxA(x,x) 汪 引 ,1[x 在 1 中 是 固定 
的 ,因为 VxVyA(x,y) 不 含 自由 x]。 
*82. 1. A(x,y)| 一 3xA(x,y)| 一 "vyaxA(x,y) 一 一 3 引 :V 引 . 


2. 


VyA(z,y)-Vy3xA(x,y) 一 VY 消 ,1. 


1)》 本 书 著者 这 样 做 法 只 讨论 到 古典 系统 方面 。 至 于 直觉 主 义 地 证 明 *76,*78， 
水 803*885*90*x94*955#965 以 及 *97a 一 *99a 等 读 老 可 自行 补 做 一 一 译 者 注 。 
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3. 3xVyA(x;y 了 )| 一 Vy3xA(x,y) 一 一 习 消 ,2 [Vy3xA(x,y) 不 
含 x 自 由 ,并 且 在 2 中 任何 变 元 都 固定 , 因为 了 (参见 1) 
在 VyA(x,y) 中 不 自由 出 现 ]. 
4. 上 ~3xVy(x,y) 了 Vy3xA(x,y) 一 一 汪 引 ，3[ 在 3. 中 没有 变 
元 是 变化 的 (参见 $24 引 理 7 b)]. 
注意 ,如 果 想 对 *82 之 逆 ( 即 把 *82 的 刁 的 改 为 逆 方 向 而 得 的 ) 
给 一 个 相应 的 证 明 ， 将 由 于 使 用 谓词 演算 的 辅助 推 窟 时 所 受 的 限 
制 而 招致 失败 : 
1，A(xy) 一 YYy4AGxy)|[ 一 3xVyA(x7 一 一 V 引 :3 引 ， 
2? 3xA(x, 7) 一 3xVyA(x, y) 一 一 3 消 ,!。 但 这 是 不 合法 的 ,因为 
3 消 规则 (与 *82 的 证 明 中 第 二 步 所 用 的 Y 消 规则 不 同 ) 是 一 个 畏 
助 推演 规则 ,因而 在 这 里 不 能 应 用 , 由 于 在 辅助 推演 1 中 , 对 被 解 
除 的 假定 公式 A(x,y) 言 变 元 7 是 变化 的 (除非 A(x, y) 中 不 含 自 
由 y)。 
我 们 没有 办 法 克服 这 个 困难 ,而 *82 之 逆 对 随意 的 A(x,y) 亦 
应 该 是 不 可 证 的 。 在 解释 方面 说 , 公式 3xVyA(x,y) 意 指 , 有 一 
个 x 使 得 对 每 个 7 都 有 A(x,y); 而 Yy3xA(x,y) 则 是 说 ,对 每 个 7 
都 有 一 个 x, 不 必 对 不 同 的 7 都 有 相同 的 x, 使 得 A(x,y)， 这 种 区 
别 对 数学 家 说 来 是 熟悉 的 , 因由 下 列 两 者 的 对 比 可 以 知之 : 当 > 
历经 一 区 间或 一 变 域 了 而 变 时 ,一 函数 序列 or(*) 一致 收敛 或 寻 
常 收 合 于 一 极限 函数 a(x)。 若 用 现在 的 逻辑 符号 体系 , 设 变 数 p， 
2 及 NN 以 自然 数 集 为 变 域 ,x 以 X 为 变 域 , 则 一 致 收敛 性 及 寻常 收 
钱 性 便 可 分 别 表 示 为 
(i) Vp3NVxVn(n > NOlas(x) — alx)| < 1/2?), 
(i) VpVvxr3NVn(n > NO|as(x) — alx)| < 1/2?). 
*82 说 一 致 收敛 性 蕴涵 寻常 收 钙 性; 但 其 逆 一 般 说 来 是 不 真确 的 ， 
(同样 ,对 一 致 连续 性 及 寻常 连续 性 亦 然 ,) 
要 元 数学 地 证 明 : vb3aA(a,b) 3avbAla, 0) 在 谓词 演算 
内 是 不 可 证 的 ,可 见 $36 例 2. 
*83. 1. A(x),Vzx"A(x)H—™A(z) 
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Y 消 . 


Ww 


. 3xA(x)H— "Vx A(x) 
. 3xA(x)IO TVxTA(x) 
. "13xA(x),A(x)H— 3xA(x) 
. "3xA(x),A(G(x)H— "3xA(x). 

. "3xA(x)H— AC) Vx A(x) 


.3xA(x) OVxTA(x) 


| 一 一 Vx 门 AGO) 二 3xA(x) 
11， 


。A(x),VYx 一 AUxz)H 一 A(zx)。 
。 A(xz)| 一 门 Vx 一 A(Cx) 


一 引 , 1, 2[ 在 1 或 2 中 ，Vx 
A(x) 内 的 变 元 无 一 是 变化 的 ]. 

习 消 , 3[ 一 Vx 一 A(x) 不 含 自 
由 x, 又 3 中 没有 变 元 是 变化 的 ]. 

2 引 ，4 [在 4 中 没有 变 元 


是 变化 的 ]. 


3 引 . 


一 引 ,6,7[ 在 6,7 
中 没有 变 元 是 变 的 ] ,VY 引 . 


汪 引 ，8 上 [被 解除 的 假定 公 
式 是 8 中 的 "3xA(x), 在 其 中 x 不 是 自由 出 现 的 ]. 

换 质 位 (*14),9. 

& 51(*16), 5, 10, 


| 一 3xA(x) ~ Vx™A(x) 


*84。 见 $34 例 1. 
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1. 


TD 
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.VxA(x),YxB(x)| 一 Vx(ACx)&B(x)) 
, VxA(x)&VxB(x)H—Vx(A(x)&B(x)) 
. VxA(x)&vxB(x) OVx(A(x)&B(x)) 


. A(x)&B(x)H—AG)H— VxA(x) 
. A(x)&B() HBOOHF—*VxB(x)— 
. A(x)&B(x) "VxA(x)&VxB (一 
. Vx(A(x)&B(x)) VxA(x)&vxB (x) 
.上 °C Vx(A(x)&B(x)) DYxAC)uvxB(x) 


A(x), B(x)H-—AG) Bx) "Vx(A(x)&B(x)) 
Y 引 . 


& 引 ， 


立 消 2 次 ,1 

& 消 ,2. 

2 引 , 3 [在 3 
中 任何 变 元 都 不 变化 ,因为 x ( 见 1) 不 自由 出 现 于 
VxA(x)&VxB(x) 中 ]. 了 


& 消 ,V 引 . 

一 & 消 ,V 引 . 

& 3|, 5, 6. 

V 消 ,7 
汪 引 , 8[ 在 8 
中 任何 变 元 都 不 变化 ， 因为 x ( 见 7) 不 自由 出 现 于 
Vx(A(x)&B(x)) 中 ]. 
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10. [一 VxA(x)&VxB(x) ~ Vx(A(x)&B(x)) &3|,4, 9. 

*89,*91,*93。 在 上 述 证 明 中 ,如 果 把 “A(x)” 及 “VxA(x)” 读 
为 "A”"， 删 去 步骤 2 的 一 个 Y 消 及 步骤 5 的 Vv 引 、 便 得 *89 的 证 
明 . 如 果 再 把 Y 全 部 换 为 3, 便 得 到 *91 的 证 明 。 读者 可 把 它 写 
出 ,并 核验 3 消 的 条 件 是 满足 的 . 但 在 *87 的 证 明 中 以 习 代 V 却 
不 容许 ,何故 ?因此 我 们 只 得 *93 而 得 不 到 其 逆 . : 

作为 另 一 个 练习 ,读者 可 试 对 *92 作 相 应 的 证 明 , 并 试看 怎样 
地 由 于 对 辅助 推 滨 所 作 的 限制 而 招致 失败 . 有 了 对 偶 性 后 ，*92 
这 结果 将 由 *91 推出 ,这 是 一 个 很 有 趣 的 例子 , 因 这 公式 内 不 含 符 
号 J, 但 不 用 公设 8 却 不 能 给 以 证 明 ". 

根据 $27,*49b, 由 A(x) 用 量词 及 否定 所 能 作出 的 直觉 主义 
地 不 等 价 的 公式 , 至 多 有 18( 一 32.3) 个 . 《 先 用 0 个 1 个 或 2 个 
下, 其 次 用 Vx 或 3x, 然 后 再 用 0 个 1 个 或 2 个 一 .)2 

系 下列 公式 表 I 一 IV 中 每 表 所 列 的 都 是 在 古典 谓词 演算 内 
互相 等 价 的 。 若 在 直觉 主义 系统 内 则 结果 如 下 : 凡 不 被 横 线 隔 开 
的 公式 是 彼此 等 价 的 。 每 个 在 上 面 的 公式 都 蕴涵 跟 在 下 面 的 公 
式 , 即 由 上 到 下 的 蕴涵 式 是 可 证 的 . 由 每 一 公式 到 不 被 双 线 隔 开 
的 任 一 公式 的 蕴涵 式 其 双重 否定 是 可 证 的 (因此 , 若 用 *49a 及 
*25, 其 等 价 式 的 双重 否定 亦 可 证 .)( 海 本 [1946].) 


I 1 
a， VxA(x) a. 3xA(x) 
b. VxA(x) b. 3x7 A(x) 
ci， Vx A(x) ci 门 门 3xAfx) 
ci， 一 门 Yx 门 一 A(x) cx 3x "7A(Cx) 
C3. 3x7A(x) Ci， Vx71A(x) 


D 按 , 如 在 习 公 设 内 加 入 C48)A)A; 则 *92 可 只 由 写 ， V 公 设 而 推演 出 。 读 
者 试 自行 证 明 一 一 译 者 注 . 

2) 若 根本 不 用 量词 还 可 得 三 公式 : A(x)， A 了 11A(x), 但 容易 推 得 这 三 
公式 与 其 它 18 个 公式 之 间 的 毕 涵 关系- 
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Tit IV 


a. 3x 一 A(x) al. Vx A(x) 
b. 一 下 3x 一 A(x) a2, VxA(x) 
by. Vx™77A(x) ai， 一 3x 一 下 A(x) 
c. VxA(x) a4. 一 3xA(x) 


表 工 在 直觉 主义 系统 中 的 证 明 .。 上 一 Ia 二 Im [*49a，*70]， 
;Ib DOIG[*85a], -Ile 一 Ifcf*86]。 二 Ifc ~ TYVx7177 
A(x)[*49b] ~ TIc; [*86]。 一 忆 (eIIb) [*51b]， 同样 ， 
一 一 一 (IIc 太 TIa)。 由 此 , 再 依 *24 及 上 IbDDTIe 及 *49a 便 得 
Ab DI). 

定理 18” 设 D 为 一 谓词 字母 公式 , 由 不 同 的 谓词 字母 
Pa ao)，…，Po(a ,anm) 及 它们 的 否定 一 PCa……， 
an ),… Pu(a… an) 只 用 运算 子 &,，V，Vx 及 3x (对 任何 
变 元 xz) 组 成 。 则 与 D 的 否定 一 D 相等 价 的 一 公式 Dt 可 用 下 法 得 
到 : 在 D 中 , & 与 V 互 换 , VY 与 3 互 换 , 每 一 个 字母 与 它 的 否定 互 
换 ， 

换 旬 话说 , 如果 了 D 为 这 样 一 种 公式 , 而 Dt 是 D 经 过 上 述 的 互 
换 得 来 的 , 那 末 | 一 ”D ~ Di 

例 1° "3a(vb"A(b) E(BV3eC(Ca,c,b))) ~ 

| va(3b A(b)V (BgveCl(a,c,b))). 

证 明 与 定理 8 ($ 27) 的 证 明 相似 ， 不 过 用 *85 与 *86 来 处 理 
归纳 推 步 中 两 个 新 情况 ,与 前 同样 本 定理 亦 有 另 一 种 说 法 . 

系 ” 如 果 两 字母 公式 E 与 F 属于 定理 18 中 所 说 的 形状 ， 则 
当 在 三 与 F 中 把 & 与 V 互 换 把 Y 写 引 互 换 后 ， 上 与 F 闻 的 等 价 关 
系 仍 保持 旧 状 . ， 

. 换 句 话说， 如 果 王 与 下 是 这 样 的 调 词 字母 公式 ， 对 忆 与 F 作 上 
述 的 互 换 后 分 别 得 E’ 及 F ， 那 末 如 果 六 E~F 则 [ 王 E ~ 下 ， 
(对 偶 原 则 ). 又 如 采 TE DF, 则 HF >E。( 逆 对 侦 关 
系 ). . 

如 前 一 样 ,本 系 可 由 本 定理 推 得. 
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例 2% 由 *91 有 上 一 As3aB(la) ~ aa(4xB(a))。 故 由 对 
偶 原则 有 [入 VYaBla) ~ va(AVB(a)). 故 得 *92, 见 $34 
例 7. 

类 似 地 ， 作 为 *75，*77，*87，*89 的 对 偶 我 们 得 *76，*78， 
*88,*90, 作为 *79, *93 的 逆 对 偶 我 们 得 *80, *94。《 注 意 ，*81 
及 *82 自 为 逆 对 侦 .》 

定理 19" 任 给 一 公式 C, 可 找到 一 个 具有 下 列 两 性 质 的 公式 
D (叫做 C 的 前 束 式 )， 公式 C 与 D 等 价 即 广 C ~ D。 在 DD 中 一 
切 量词 (如 果 有 的 话 ) 都 在 最 前 , 即 所 有 其 它 的 有 逻辑 符号 汪 , &，V ， 
一 《如 果 有 的 话 ) 都 在 每 个 量词 的 辖 域 之 内 (这 样 的 公式 叫做 前 束 
的 )。 
证 明 要 把 一 公式 C 化 归 为 前 束 式 ， 我 们 可 以 逐步 地 应 用 
*+85，*86,，*89 一 *92。*95 一 *98 而 把 所 有 量词 移 于 有 还 辑 符 号 二 ， 
&，V ,1 的 辖 域 以 外 , 而 注意 下 列 几 点 。 如 果 要 应 用 *89 一 *92 或 
*95 一 *98 ,而 该 公式 又 不 满足 A 或 B 不 含 自由 x 这 个 条 件 时 ,可 用 
*73 或 *74 而 更 改 约 束 变 元 ， 如 要 应 用 *89 一 *92 而 A 又 在 符号 & 
或 VY 的 男 一 边 , 可 先 用 *33 或 *34. 《在 化 归 到 前 束 式 的 过 程 中 本 
无 需 用 到 *87,*88 或 *99; 但 当 它 们 可 以 应 用 时 , 如 果 应 用 ul 
以 节省 步骤 并 得 到 更 简单 的 前 束 式 .) 

要 证 明 这 过 程 必 会 终止， 可 用 归纳 法 而 以 下 列 数 作为 归纳 数 : 
在 汪 ,&, V 或 一 的 辖 域 之 内 的 量词 出 现 个 数 , 亦 即 下 列 的 对 侦 的 总 
数 , 该 对 偶 的 一 个 成 员 为 二 , &, VY 或 站 之 一 , 另 一 成 员 为 在 该 成 员 
辖 域 之 内 的 量词 ?>。 如 果 这 数 非 0, 则 必 可 找到 一 对 偶 , 在 其 居间 
的 辖 域内 是 没有 别 的 逻辑 符号 的 ?。 于 是 便 可 实行 化 归 而 把 这 情 
况 除去 ， 其 它 则 不 变 ， 这 样 归纳 数 便 少 1 了 . 《如 果 应 用 *87, *88 
或 *99, 则 归纳 数 少 2 或 更 少 .)。 

例 3。 下 列 各 公式 是 依次 等 价 的 , 根据 右 端 所 列 的 等 价 式 而 
作 车 换 便 可 知道 。 最 后 一 个 公式 便 是 第 一 公式 的 前 东 式 亦 是 表 中 
各 公式 的 前 束 式 . 

1) 当然 这 里 所 说 的 不 是 远 辑 符号 而 是 它们 在 所 给 公式 之 内 胸 出 现 一 俐 译注 ， 
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. [一 3a4(a)VvapB(a)js[C2>2VvaD(a) 1] 

， [va 一 4A(ca)VVvaB(aJ]svafC>> Da)] 一 一 *86,*95。 
. Va[ Va™A(a)V Bl(a)]gval CI D(a)) *92。 

. VafV5 一 4(D)VPB(ea)jkgvaf CD(ec7)] 一 一 :73。 

. Vavb[ A(b)V Bla)leval CoOD(a)] *34, *92，, 
. Va{Vb[ "A(b)V Bla)las[COD(a)]——+*87. 

. Vavb{[™A(b)V Bla)lslCOD(a)] *33,*89, 
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$ 36. 赋值 ,无 矛盾 性 


谓词 演算 的 目的 是 把 谓词 珊 辑 的 原则 来 形式 体系 化 ， 这 些 原 
则 对 具有 任何 多 个 客体 的 域 都 有 效 ， 只 要 它 至 少 具有 一 元 素 〈 客 
体 ) 便 成 ($ 31)。 因此 如 果 我 们 明 指 这 域 的 元 素 的 个 数 为 A,《 
为 任何 之 1 的 整数 , 则 一 切 可 证 公式 必 是 真 的 。 我 们 可 把 这 观念 
与 $ 28 处 所 用 的 相合 并 , 那里 是 把 真 假 命 题 抽象 而 得 到 两 个 算术 
客体 t 与 f。 这 便 上 暗示 了 一 个 有 穷 性 赋值 过 程 , 因 而 可 以 元 数学 地 
证 明 谓词 演算 的 无 矛盾 性 . 

在 赋值 过 程 中 ， 一 谓词 字母 公式 是 当 作 它 里 面 所 含 的 自由 个 
体 变 元 及 谓词 字母 (包括 命题 字母 ) 的 函数 ， 或 者 当 作 这 些 以 及 别 
的 自由 变 元 及 别 的 谓词 字母 的 函数 。 因此 , 当 我 们 把 与 命题 演算 
中 的 永 真性 相应 的 那个 概念 加 以 定义 后 ,我 们 便 要 求 在 演算 中 的 
可 证 公式 就 是 真 的 ， 不 管 其 中 的 谓词 字母 代表 什么 谓词 ， 亦 不 管 
《由 于 自由 个 体 变 元 的 全 称 性 解释 (§ 31)) 其 中 的 自由 个 体 变 元 代 
表 域 中 什么 样 的 客体 ， 

当 客 体 域 内 的 不 同 客体 个 数 选 定 为 某 一 正 整数 上 后 ， 就 赋值 
过 程 言 , 这 些 客体 本 身 究竟 是 什么 那 是 无 关 重 要 的 。 因此 可 假设 
它们 为 (或 把 它们 叫 作 数目 1, ?2,"…,*。 这 些 数目 可 以 作为 个 体 
变 元 所 取 的 值 ， 

如 前 ($ 28) 命 题字 母 ( 即 0 元 的 谓词 字母 ) 取 值 { 或 十 

现在 考虑 谓词 字母 。 在 该 系统 的 逻辑 解释 之 下 , 对 任何 给 定 
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的 正 整数 = > 0， 具 有 个 附加 变 元 的 谓词 字母 与 命题 字母 不 同 
之 点 在 于 :” 它 不 表示 一 命题 而 表示 一 个 元 的 命题 函数 , 即 对 于 
附加 变 元 所 取 的 每 一 组 值 它 都 是 取 一 命题 以 为 值 ($ 31)。 在 我 们 
的 赋值 过 程 中 , 既 把 命题 换 为 1 或 1, 我 们 对 一 个 有 # 个 附加 变 元 
的 谓词 字母 所 给 的 值 便 不 是 t, 1 而 是 一 个 4 元 函数 ， 其 定义 域 为 
{1,"…* 六 } 而 值 域 为 {t,f}。 恰 巧 有 2* 个 不 同 的 这 样 的 通 数 , 它们 
叫做 和 客体 域 上 的 ”元 逻辑 函数 。 我 们 在 一 0 时 所 用 的 值 t, f 
便 可 以 看 作 两 个 ( 一 2*)0 元 逻辑 函数 . 

如 前 , 我 们 把 二 , g, V ,一 解释 为 依 以 前 的 表 ($ 28) 而 定义 的 
画 定 函数 ， 以 {t, 1 为 定义 域 及 值 域 。 现 在 我 们 把 Y 与 3 解释 为 
两 个 固定 函数 ( 译 者 按 ， 一 般 叫 做 泛 函 或 算 子 ), 其 自 变 元 为 以 域 
{t, 们 中 的 元 素 为 值 的 一 元 逻辑 函数 , 而 Vx 或 3x 中 的 变 元 x 则 表 
示 其 运算 对 象 将 看 作 哪 个 个 体 变 元 的 逻辑 函数 。 这 两 个 固定 逻辑 
函数 ( 泛 函 ) 可 如 下 定义 ?。 对 一 个 逻辑 函数 A(x) 言 ,如果 对 x 在 
域 11,… … ,好 中 所 取 的 每 个 值 , A(x) 均 取 值 t, 则 YxA(x) 的 值 为 
t; 否则 其 值 为 f。 如 果 x 在 域 {1，……:A} 中 取 茶 值 时 ACx) 取 值 t， 
则 3xA(x) 的 值 为 ,否则 其 值 为 1 

设 给 定 一 个 谓词 字母 公式 ， 现 在 我 们 可 以 作出 一 表 来 表示 该 
公式 所 代表 的 函数 的 值 了 ， 该 函数 是 作为 该 公式 中 出 现 的 不 同 自 
由 的 个 体 变 元 及 谓词 字母 的 (或 这 些 以 及 别 的 变 元 及 字母 的 ) 函 数 
的 。 要 作 这 个 表 最 好 先 把 作为 谓词 字母 的 值 的 那些 逻辑 函数 排 成 
某 个 固定 次 序 并 引入 符号 来 表示 它们 ， 

例 1 对 《一 2 言 ,我 们 试 只 对 其 中 所 含 的 自由 变 元 及 谓词 
字母 而 造 谓词 字母 公式 Va(B 了 A(a))V (mA(B)&aB) 的 表 ， 因 
此 这 公式 便 是 三 元 函数 即 56,B 及 4(a) 的 函数 , 这 里 4 是 一 元 
谓词 字母 ,而 @ 为 它 的 命名 式 的 附加 变 元 ($ 31). 在 开始 构 作 这 公 
式 的 表 以 前 ,我 们 要 先 引 入 一 元 逻辑 函数 的 记号 ,这 些 函 数 是 用 来 
作为 变 元 ACa) 的 值 的 ， 因 为 《一 2, 所 以 这 些 函数 共有 4( 一 22 ) 


1) 下 列 说 法 更 党 清楚 :V3 为 两 个 图 定论 函 ,以 逻辑 函数 为 变 自 ,以 {ts 介 为 什 
域 ， 而 VxACx) = VAxACx),3xACx) = 3XxACxXX 符号 见 510) 一 - 译 者 注 ， 
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个 ;, ka)， 《a), 8Ca), Wu(a), 可 由 它们 的 值 表 而 确定 于 下 .。 
两 客体 域 上 的 一 元 逻辑 函数 
自 变 元 之 值 各 滔 数 的 相应 值 

a la) ba) Ga) uCa) 

1 t ft f f 

2 t f t f 
所 给 的 公式 的 表 便 如 下 (后 面 就 一 例 而 举 出 其 值 的 计算 法 )， 
各 自 变 元 之 值 通 数 的 相应 值 

B At(a) Va( BOACa))V ("A(B)EB) 
L(a) - 
ba) 
ba) 
(a) 
LCa) 
LCa) 
ba) 
ua) 
LCa) 
b(a) 
5(a) 
(Ca) 
LCa) 
L(a) 
LCa) 
u(@) 
我 们 今 试 计算 它 的 第 二 位 〈 表 的 第 二 行 ). 为 此 ， 当 我 们 处 

理 到 Y 运算 时 我 们 须 使 用 到 B 取 值 而 ACa) 取 值 ha) 时 的 
BA(a) 的 表 . 我 们 先 算出 这 个 表 ( 它 的 计算 法 见 下 )。 


> 
[ee 


th 让 hh 让 瑟 瑟 一 一 一 一 王 一 
~ 
人 人 人 Lo 


自 变 元 之 值 淫 数 的 相应 值 
a tb(a) 
1 t 
2 f 
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由 上 面 已 经 给 出 的 5(a) 的 表 以 及 $ 28 的 过 表 而 计算 这 个 辅助 
表 的 两 值 ,其 法 如 下 : 


tpC2(a) tba) 
tO1,(1) D0,(2) 
tot tof 


t f 
现在 回 到 我 们 原来 的 问题 ， 计 算 Va(B 了 AC(a))V (A(b)sB) 
的 表 中 的 第 二 行 , 亦 即 当 已 取 值 1, B 取 值 t, 而 A(a) 取 值 5s(a) 
时 该 公式 的 值 。 我 们 如 下 开始 ， 
Va(BOA(a))V ("A(b)EB) 
Va(tOb(a)) V(b(1)8&t) 
因为 tb(a) 的 表 的 值 列 中 并 非 全 是 t， 所 以 根据 所 给 的 关于 V 
的 解释 ,可 把 Val(t 沪 5Ca)) 换 为 f, 同样 由 CQ) 的 表 可 把 5(1) . 
换 为 它 的 值 t, 夏 得 
fV Ctst) 
1fV (ist) 
fVf 
f 

读者 可 计算 Va(B 屋 A(a))V ("ACB)&B) 的 表 中 其 它 的 值 以 
核验 他 对 这 计算 过 程 的 理解 程度 。 当然 , 经 常 有 好 些 捷径 可 用 以 
确定 某 一 公式 的 表 而 不 必 分 别 地 对 表 中 的 每 一 值 都 要 实行 各 别 的 
计算 (例如 ,我 们 可 立刻 看 出 当 BB 为 f 时 所 有 八 值 均 为 。 但 这 个 
计算 可 以 说 明 对 一 个 给 定 的 正 整 数 & 言 ， 一 个 谓词 字母 公式 所 表 
示 的 函数 的 基本 概念 。 

如 果 对 一 个 给 定 的 & 言 ， 当 一 个 谓词 字母 公式 作为 其 中 所 含 
的 一 切 自由 变 元 及 谓词 字母 的 函数 时 , 其 表 的 值 列 只 含有 ft， 我 们 
便 阅 这 公式 是 和 永 真 或 在 和 客体 域内 有 效 ， 如 果 其 值 列 含有 一 些 
t, 我 们 便 说 这 公式 在 客体 域内 可 满足 . 

如 前 (§ 28)， 如 果 对 于 自由 变 元 及 谓词 字母 的 最 小 可 能 的 表 
言 ,一 公式 是 《 永 真 的 (在 多 客体 域内 可 满足 的 ), 则 对 于 自由 变 元 
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及 谓词 字母 的 任何 其 它 表 言 亦 然 ; 逆 理 亦 真 。 因此 以 后 亦 不 必 标 
明 这 个 表 了 . 

今 有 两 个 谓词 字母 公式 ， 如 果 当 作 在 两 者 任 一 之 中 出 现 的 自 
由 变 元 及 谓词 字母 (或 者 还 有 其 它 ) 的 函数 时 ,它们 的 表 的 值 列 是 
一 样 的 , 那 末 这 两 公式 便 叫 做 和 永 等 的 。 

定理 20 对 每 个 固定 的 正 整 数 《(《 之 1) 言 : 一 谓词 字母 公 
式 玉 在 谓词 演算 中 是 可 证 的 (或 可 由 万 永 真 公式 T 推 注 出 的 )， 其 
必要 条 件 是 : E 是 《 永 真 的 。 

证 明 ”这 定理 可 由 两 引 理 而 证 得 ， 这 两 引 理 相当 于 定理 9 的 
那 两 引 理 , 不 过 现在 所 提 到 的 却 是 谓词 演算 的 公设 表 , 谓 词 字母 公 
式 及 不 永 真 ， 上面 对 群 Al 的 公设 所 作 的 推理 基本 上 可 以 在 这 里 
使 用 ， 至 于 群 A2 的 四 条 公设 我 们 现在 只 列 出 关于 其 中 两 条 的 处 
理 。 

公理 模式 10 根据 这 模式 而 得 的 任 一 公理 都 旦 VxA(o) 之 
A(t) 形 ,对 纯 谓词 演算 言 这 里 的 项 t 只 是 一 个 变 元 ,而 这 变 元 t 对 
A(x) 中 的 x 言 是 自由 的 . 

变 元 : 可 与 x 相同 亦 可 不 同 ，x 可 自由 出 现 于 A(x) 中 亦 可 
不 自由 出 现 于 A(x) 中 . 

我 们 必须 证 明 , 对 出 现 于 VxA(x) 屋 A(t) 中 的 谓词 字母 不 管 
指派 以 怎样 的 逻辑 函数 作为 值 ， 对 出 现 于 其 中 的 自由 变 元 不 管 指 
派 以 客体 1,… ,中 那 一 个 作为 值 , 结果 VxA(x) 汪 A(t) 均 取 值 
t, . 

今 考 虑 某 一 个 特殊 的 指派 。 如 果 所 指派 的 值 已 经 派 给 A(x) 

中 各 谓词 字母 以 及 各 自由 变 元 了 ,但 对 x 却 未 曾 指 派 ( 如 果 x 自由 
出 现 于 A(x) 的 话 ), 那 末 A(x) 便 是 变 元 x 的 一 个 遇 辑 函数 (不 
管 x 自 由 出 现 于 A(x) 或 否 )， 
. 因为 对 A(x) 中 的 x 是 自由 的 , 故 在 A(t) 这 个 符号 序列 
中 :的 自由 出 现 所 在 , 恰恰 就 是 在 A(x) 中 :或 x 的 自由 出 现 所 
在 . 因此 当 把 指派 给 + 的 值 也 指派 给 x 时 ,A(x) 所 表示 的 丈 辑 函 
数 所 取 的 值 恰巧 便 是 在 我 们 所 考虑 的 指派 下 A(t 所 取 的 值 . 
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可 以 分 两 种 情况 . 

情形 1 A(x) 所 表示 的 逻辑 函数 只 取 t 为 值 . 那 未 , A(t) 的 值 
本 是 这 些 值 之 一 , 必 亦 取 t. 因此 由 汪 的 赋值 表 ($ 28) 可 知 VxA(x) 
A(t) 有 值 t。 

情形 2 A(x) 所 表示 的 逻辑 函数 在 其 值 列 中 有 些 为 f。 那 未 
由 VY 的 赋值 过 程 的 定义 ， 公 式 VxA(x) 取 值 f; 这 时 YxA(x) 之 
A(b) 仍 取 值 上 

规则 12 前提 是 A(x)C, 结 论 是 3xA(x) 汪 C, 其 中 C 不 含 
自由 x。 | 

我 们 已 有 题 设 ,不管 指派 那 一 个 逻辑 函数 作为 A(x) 汪 C 中 所 
出 现 的 谓词 字母 的 值 ,不 管 指派 客体 1,…,* 中 那 一 个 作为 其 中 自 
由 变 元 的 值 , 结 果 A(x)2C 均 取 值 t。 我 们 必须 证 明 3xA(x) 了 C 
亦 然 ， 

今 考 虑 对 3xA(x) 习 C 的 某 一 个 特殊 的 指派 ， 恰 巧 对 其 中 所 
含 的 自由 变 元 及 谓词 字母 而 指派 的 。 因为 3xA(z) 二 C 不 含 自由 
x, 故 对 x 并 没有 指派 . - 

现在 如 把 所 指派 的 值 派 给 A(x) 中 的 谓词 字母 及 自由 变 元 ,但 
不 派 给 z《 如 果 x 自由 出 现 于 AC(x))， 则 A(x) 表示 变 元 x 的 一 个 
逻辑 函数 . 

情形 1 A(x) 所 表示 的 逻辑 函数 在 它 的 值 询 中 有 些 t。 选取 
相应 于 这 些 t 之 一 的 一 个 x 值 ; 今 考 虑 所 给 的 对 3xA(x) 习 C 的 指 
派 再 加 上 这 个 x 值 使 作为 对 A(x) 汪 C 的 一 个 指派 。 这 时 A(x) 便 
有 值 t; 由 假设 ,A(x) 了 C 有 值 t; 故 由 习 的 赋值 表 , C 具有 值 ft， 但 
C 不 含 自由 x, 所 以 C 的 这 个 值 必 是 根据 对 3xA(x) 汪 C 的 指派 而 
得 ,与 x 无 关 . 因此 由 习 的 赋值 表 可 知 对 所 作 的 指派 言 ,3xA(x) 习 
C 取 值 t. 

情形 2 A(x) 所 表示 的 逻辑 函数 只 取 二 为 值 。 这 时 3xA(x) 
有 值 世 故 3xA(x) 了 C 有 值 t. 

例 1( 续 完 ) Va(B 汪 A(a))V( 站 A(b)&B) 不 是 不 永 真 的 ， 
因为 其 值 列 中 含有 和。 因此 在 谓词 演算 中 它 不 是 可 证 的 . 
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例 2 当 A 一 2 又 当 A(a, 5) 取 下 列 逻辑 函数 (Ca, 6b) 
为 值 时 ; 1(1, 1) = !(2,2) =t,!(1,2) = 1Q2, 1) 一 f， 则 公式 
v53aa4(e ,5) 二 3avAA(a,5) 取 值 f, 故 它 不 是 可 证 的 . 

系 1 对 每 个 整数 >> 1 言 , 两 谓词 字母 公式 EE 与 F 为 等 价 
的 必要 条 件 是 : 它们 为 永 等 ， 即 如 果 上 -EE ~ 下, 则 EE 与 为 
永 等 。 

例 3 当 & 一 2, 而 [Ca), l(a), ba), ua) 同 例 1, 则 对 于 
定理 17 系 中 的 I 一 IV 各 表 中 第 一 个 公式 《下 文 改 用 一 个 特殊 变 
元 及 一 个 特殊 的 谓词 字母 来 书写 ) 全 得 下 表 . 因此 这 四 个 公式 之 
中 任何 可 两 个 都 不 是 等 价 的 . 

A(la) VaA(la) 3aA(a) 3aAla) VaiAa 


1.(a) t ft f 
h(a) f t t 
ba) f t t 

ba) f f t 

系 2 谓词 演算 是 《简单 ) 无 蕴 慎 的 ， 即 没有 公式 A 使 得 距 
~A 又 上 一 A, 

证 明 如 果 和 A 是 谓词 字母 公式 , 则 对 于 每 个 Xx， A 与 "A 不 能 
同 是 永 真 的 . (这 里 只 须 对 随便 一 个 固定 《而 证 明 本 定理 便 够 
了 . 项 尔 伯 特 与 阿 克 曙 [19281 原 来 的 证 明 是 就 二 1 而 作 的 ,) 就 
其 它 意义 的 公式 言 , 无 矛盾 性 可 根据 逆 代 入 规则 (§ 34 定理 16) 而 
推 得 ， | 


~ a nn 


*§ 37. 集 论 式 的 谓词 逻辑 ,变换 


对 一 个 给 定 的 有 限 数 & 而 言 ， 在 赋值 过 程 中 所 用 的 逻辑 函 

数 是 有 穷 的 客体 ， 塌 指 每 个 函数 都 可 由 共有 有 限 个 值 的 表 而 表 
示 . 

对 具有 无 穷 多 个 元 素 的 客体 直言 言 ，” 元 逻辑 而 堵 的 概念 仍 可 
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同样 叙述 〈 但 却 有 一 点 不 同 ， 即 该 函数 不 再 能 由 有 限 的 表 来 描述 
了 ). 这 样 我 们 便 可 以 在 一 个 给 定 的 非 空 客体 域 上 定义 有 效 性 和 
可 满足 性 这 两 个 观念 ， 显然 它们 只 与 客体 域 的 基数 有 关 而 与 元 素 
本 身 无 关 . 

然后 , 依 定理 20 的 证 明 那 样 推理 ， 我 们 可 证 每 个 可 证 的 谓词 
字母 公式 必 在 每 个 非 空 客体 域内 是 有 效 的 。 若 就 无 穷 领域 而 作证 
明 , 则 所 用 的 推理 便 不 再 是 有 穷 性 的 . 非 有 穷 性 的 步骤 出 现 于 , 比 
如 说 ,处 理 公理 模式 10 时 ,这 时 我 们 要 分 别 两 个 情况 , 依 某 个 函数 
的 值 全 是 + 或 有 些 值 是 f 而 定 , 但 这 时 有 无 穷 多 个 值 须 待考 虑 . 这 
便 对 无 穷 集 而 使 用 排 中 律 了 ($ 13). 的 确 ， 对 无 穷 领域 以 及 含有 
具 ”> ! 个 附加 变 元 的 谓词 字母 的 公式 而 言 , 有 效 性 概念 本 身 便 
是 非 有 穷 性 的 了 ， 因 为 它 要 求 当 该 谓词 字母 取 一 切 * 元 逻辑 函数 
以 为 值 时 ， 某 一 函数 ( 按 即 该 公式 所 表示 的 函数 一 一 译 者 ) 的 值 永 
是 t; 但 这 样 的 逻辑 函数 集 是 不 可 数 的 , 因此 这 只 能 在 完备 无 穷 的 
用 语 下 才 是 可 想像 的 (如 我 们 通常 所 想像 的 那样 ). 

因此 ， 说 谓词 演算 的 每 个 可 证 字母 公式 都 是 在 每 个 非 空 客体 
域内 普遍 有 效 的 , 这 结果 并 不 能 属于 元 数学 。 它 宁 可 属于 所 谓 集 
论 式 的 谓词 逻辑 中 ( 希 尔 伯 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934],p.125) ,后 者 和 元 
数学 一 样 以 逻辑 形式 体系 作为 研究 的 对 象 , 但 不 同 点 在 于 : 它 的 
研究 不 限于 只 用 有 穷 性 的 方法 ， 因 为 我 们 主要 是 从 事 于 元 数学 的 
研究 ， 所 以 超 元 数学 《extra metamathematical) 的 概念 以 及 集 论 式 
的 谓词 歼 辑 的 结果 对 我 们 只 有 权宜 性 的 《heuristice〉 价值 , 即 它们 
可 瞳 示 我 们 ,在 元 数学 内 可 以 希望 发 现 一 些 什么 东西 . | 

我 们 所 以 能 够 证 明了 谓词 演算 的 无 矛盾 性 (定理 20 系 2) 是 
由 于 下 列 事实 ,我 们 能 够 对 演算 中 的 公式 作 一 个 有 穷 性 的 解释 , 即 
解释 为 在 一 个 固定 的 有 穷 域 内 的 有 效 人 狂 ( 即 & 永 真性 )， 但 这 并 不 
相应 于 谓词 演算 的 通常 解释 ， 司 者 宁可 是 相应 了 在 任意 一 个 于 
域内 的 有 效 性 . : 

有 一 个 集 论 式 结果 是 ， 每 个 可 证 公式 都 是 在 每 个 非 空域 内 有 
效 的 ,根据 这 结果 我 们 可 以 权宜 地 〈heuristicaly) 看 出 ， 即 使 把 定 
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理 20 所 给 的 必要 条 件 全 体 合并 起 来 , 即 对 每 个 有 穷 和 都 是 和 永 真 
的 , 亦 不 足以 得 出 可 证 性 . 

这 可 由 下 事实 推出 ,我 们 可 以 用 谓词 字母 公式 来 表示 一 组 关 
于 集合 DD 的 形式 公理 ， 这 组 公理 要 求 D 的 元 素 是 无 穷 多 的 (参见 
$ 8)， 为 要 描述 这 观念 ， 我 们 先 把 这 些 公理 写成 我 们 的 逻辑 符号 
体系 中 的 三 个 公式 ， 但 用 谓词 符号 二 来 瞳 示 它 们 是 关于 次 序 关 系 
的 公理 ， 

Ta<a, a<bsb < ehoa<e, bla 一 5)。 
当 元 素 域 为 自然 数 集 ,而 二 是 自然 数 之 间 的 通常 次 序 关 系 时 ,这 些 
次 序 性 质 是 被 满足 的 《在 十 老 的 直觉 意义 下 ,§ 8)， 容 易 看 见 ， 它 
们 不 能 被 任何 有 穷 的 非 空 元 素 集 所 满足 (读者 可 详细 证 明之 ,) 
今 把 这 公理 系统 表示 为 一 个 谓词 字母 公式 , 以 A(a, 8) 代 
VaTA(a, a)&vavbvec[ A(a, bB)&kA(b, c)POACa, ec) 
va3bA(a,b). 
这 个 公式 可 叫做 “F”, 对 任何 有 穷 4 > 0 言 ,在 《客体 域内 它 都 不 
被 满足 (在 新 的 集 论 意义 下 ), 但 在 可 数 的 自然 数 域内 它 却 是 被 注 
足 的 .因此 ,对 任何 有 穷 不 > 0 言 ， 它 的 否定 一 F 便 寿 多 客体 下 
内 有 效 , 即 和 永 真 , 但 在 可 数 域内 却 不 是 有 效 的 ， 因 此 =F 满 足 定 
理 20 中 所 有 必要 条 件 的 全 体 ,但 根据 集 论 结果 ， 每 个 可 证 公式 者 
必须 在 每 个 非 空域 内 是 有 效 的 ， 因 此 一 F 在 谓词 演算 内 是 不 能 证 
明 的 . 这 个 一 F 例子 以 及 别 的 例子 可 见于 希 尔 信 特 > 伯 尔 奈 斯 
[1934], pp. 123 一 124。 

应 用 集 论 的 解释 ， 谓 词 演算 的 完备 性 应 指 ， 凡 是 在 每 个 菲 容 
域内 有 效 的 每 个 谓词 字母 公式 都 是 可 证 的 ， 这 个 解释 不 是 有 穷人 性 
的 ,和 命题 演算 的 相应 解释 不 同 ($ 28,$ 29) ,因此 谓词 演算 的 完备 
性 问题 是 不 属于 元 数学 的 。 这 些 附注 暗示 给 我 们 , 当 我 们 讨论 完 
备 人性 问题 以 及 判定 问题 时 , 情况 将 不 像 命题 演算 处 那样 简单 :… 在 
后 面 有 关于 谓词 演算 的 那 一 章 (第 十 四 章 ) 币 ,我 们 将 回 到 这 些 间 
题 上 来 ,并 给 出 一 些 结 果 , 部 分 地 是 元 数学 的 ; 部 分 地 却 是 集 论 性 
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的 . 

为 后 面 的 引用 起 见 ,我 们 把 现在 的 结论 综合 为 一 定理 及 一 系 ， 
我 们 标 以 字母 “c”, 表示 它们 并 不 在 元 数学 定理 的 系列 内 , 只 是 靠 
了 非 有 穷 性 的 古典 方法 才 证 明了 的 。 对 于 这 种 谓词 逻辑 虽 则 我 们 
用 "“ 集 论 式 ” 一 词 , 但 其 中 有 些 结果 只 在 古典 数论 的 水 平 上 ， 例 如 ， 
在 完全 普遍 的 形式 下 , 尽管 定理 21 包含 了 任意 高 的 基数 的 集 , 但 
其 系 却 可 由 定理 21 的 特例 推论 而 得 , 即 在 定理 21 中 只 须 提 到 可 数 
的 自然 数 集 以 及 可 数 的 逻辑 函数 集 〈 即 对 一 而 应 用 逻辑 符号 时 所 
能 表示 的 函数 集 ) 便 成 了 (这 里 ,a 二 6 之 为 {或 1f 视 a 是 否 一 个 较 
6 小 的 自然 数 而 定 .) 

定理 21c 对 每 个 非 空 客体 域 言 ， 谓 词 演算 中 每 个 可 证 的 (或 
由 有 效 公 式 推演 出 的 ) 谓 词 字母 公式 都 是 有 效 的 ， 

系 " 要 使 得 一 个 谓词 字母 公式 在 谓词 演算 中 可 证 ,( 一 般 说 ) 
对 每 个 正 整 数 & 言 它 都 是 和 永 真 的 一 事 是 不 够 的 ， 

v, 3 与 &,，V 间 的 相似 ” 当 在 & 个 客体 1,…, 的 有 穷 域内 
作 解 释 时 ， 公 式 VxA(x) 与 A(1)&…&A(k) 同 义 ，3xA(x) 与 
A(I)V…'VA(R) 同 义 ， 这 里 1,……, 为 这 些 客体 在 该 形式 体 
系 中 的 名 . 这 便 瞳 示 了 对 前 段 结果 的 一 个 稍为 不 同 的 处 理 , 由 这 
我 们 并 得 一 个 自身 颇 为 有 趣 的 中 间 的 元 数学 结果 。 (〈 当 X 一 2 时 
参看 希 尔 伯 特 - 阿 克 曼 [1928], p. 66 一 68.) 

我 们 取 形 式 表达 式 0 ，0”，………， 0”… (最 后 一 个 有 个 撒 ) 作 
为 1,2,… ,kk, 叫 做 由 1 到 上 的 数字 。 (但 是 ,用 个 个 别 符号 亦 
可 以 .) 

今 定义 名 个 个 体 的 谓词 字母 公式 或 简称 谓词 字母 公式 如 
下 ,在 $ 31 的 谓词 字母 公式 的 定义 中 ,名 1 除 变 元 外 现在 还 包括 由 
1 到 kK 的 数字 ; 使 用 这 种 公式 概念 的 谓词 演算 我 们 叫做 《个 个 体 
的 谓词 演算 或 简称 《谓词 演算 . 

至 于 & 命题 字母 公式 可 如 下 定义 ， 不 含 自由 或 约束 变 元 的 有 
谓词 字母 公式 (因此 没有 量词 ); 或 者 等 价 地 如 下 定义 ,在 命题 字母 
公式 (§ 25) 的 定义 的 名 1 中 所 指 的 公式 ,不 但 包括 命题 字母 , 还 包 
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括 把 由 1 到 的 数字 代入 谓词 字母 的 每 个 附加 变 元 时 所 得 到 的 
表达 式 , 例 如 , 当 k=2 时 ,A(1), A(2), B(1), A(l :1)， A(1,2), 
ACQ,1). : 

我 们 可 以 为 方便 起 见 而 把 后 者 分 别 缩 写 为 A”,“A,”,“B,”， 
“A ,“Ar”,“As”, 因此 结果 不 过 在 命题 字母 表 中 ,增加 一 些 同 
形状 的 字母 而 具有 有 限 多 个 正 整 数 足 码 所 罢了 . 我 们 以 前 的 
纯 命题 演算 的 理论 显然 仍 可 使 用 ， 如 果 当 两 个 字母 或 者 本 身 不 同 
或 者 足 码 不 同时 便当 作 不 同 的 命题 字母 的 话 ， 

给 出 一 个 闭 的 《谓词 字母 公式 ， 它 的 变形 式 是 指 由 下 法 得 
出 的 命题 字母 公式 , 即 继续 地 把 它 的 每 个 形 为 VxA(x) 的 部 分 
(A(x) 为 谓词 字母 公式 》 都 换 为 AC1)&*……&A(kK)， 每 个 形 为 
3xA(x) 的 部 分 都 换 为 A(1)V.… VA(k)， 直 到 所 有 的 量词 都 消 
除 完毕 为 止 ， 容易 看 见 ,替换 的 次 序 并 不 影响 结果 . 

例 1 vb3aA(a,5) 一 3avbA(a, b) 的 2 变形 式 是 
(4(,DVACG SECAC VV AC,2)ICAC, DeAC,2)V 
(AA(Q2,1D&gA(2,2)) 或 简单 地 为 

(AuV AD)u( ALV A)ICALEA) VCAK AD)。 

给 定 一 个 4& 谓词 字母 公式 A(x,,*……, xs) 恰巧 具有 不 同 的 自 
由 变 元 xz … ,xs， 则 它 的 《变形 式 集 是 指 把 AC(%,………, xs) 中 
的 az 代 以 由 1 到 的 数字 w 元 序 组 (共和 个 ) 所 得 到 的 
《个 闭 谓 词 字母 公式 ,再 作 其 变形 式 所 得 的 集 . 

例 2 va4(a， c) 二 4(CD， c) 的 诸 2 变形 式 是 : Au&A, 
A, Au&A, DA,, AkADA, AusAr A, 

定理 22 对 每 个 之 1; 如 果 一 公式 EE 在 纯 或 谓词 演算 中 
是 可 证 的 (可 由 公式 T 推 洽 出 的 )， 则 EE 的 所 有 变形 式 在 命题 演 
算 中 都 是 可 证 的 (都 可 由 公式 的 变形 式 推 注 出 )。( 希 尔 伯 特 - 
伯 尔 奈 斯 [1934], 第 119 页 以 后 ) 

证 明 让 诸 读者 . 

容易 看 见 , 一 谓词 字母 公式 为 不 永 真 , 当 且 仅 当 所 有 它 的 不 变 
形式 都 是 永 真 (§ 28)， 因 此 根据 定理 9, 定理 20 便 成 定理 22 的 系 
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了 . 

例 1( 续 完 ) 在 命题 演算 中 ,下 公式 
(AuVAy lsCAV A)I ALA,) V (Ans a) 不 是 可 证 的 ， 因 
为 当 4 4， Asa, 4 分 别 取 值 , 1,1,t 时 它 取 值 i。 因 此 在 谓 
词 演 算 中 Vb3aAla,b) 卫 3avbAla,b) 是 不 可 证 的 . 试 把 这 里 
A, A,, A,, A, 所 取 的 值 与 $36 例 2 中 iCa, b) 的 表 作 比较 ， 
可 见 这 里 和 那里 基本 上 作 了 同样 的 反驳. 

例 3 在 直觉 主义 谓词 演算 中 一"3aA (a)>3a7TAla) 
(这 属于 定理 17 系 中 IIc,DIIb 的 形状 ) 是 否 可 证 的 ? 根据 定理 22 
( 当 太 一 2 时 ) 这 必须 一 一 CAV A,) 汪 一 一 A,V 一 了 "4, 在 直觉 
主义 命题 演算 中 是 可 证 的 (这 结果 将 在 § 80 中 用 到 ). 

在 研究 谓词 演算 时 通常 都 权宜 地 (heuristically) 把 VxA(x) 
当 作 对 客体 域 中 所 有 元 素 而 作 的 合 取 ,把 3xA(x) 当 作 析 取 ,尽管 
只 对 具有 给 定 的 《个 元 素 的 有 限 域 的 情况 言 才 能 造 出 同意 义 的 形 
式 表达 式 ， 由 于 Y, & 之 间 、3, V 之 间 有 这 种 类 似 性 , 又 由 于 & 类 
位于 .,V 类似 于 十 的 观念 ($29 末 ), 所 以 有 些 作者 把 VxA(x) 写 
作 TAG ,把 2 写作 "A(x)”， (又 比较 一 集 之 集 的 积 


_ 试 回顾 一 下 ， 可 见 对 & 与 V 的 公设 3 3 一 6 如 何 暗示 了 关于 V 及 

3 的 公设 ， 群 A2 的 实际 公设 便 是 这 种 类 似 性 所 要 求 的 ,但 容许 有 

一 些 细节 上 的 差异 . 在 定理 2 的 导出 规则 中 其 类 似 性 也 是 显著 

的 : 例如 ,*75， *76, *83, *84, *9], *92 便 分 别 类 似 于 37 ,本 38， 
456， *57, *35, *36, 

以 代 人 规则 为 公设 的 谓词 演算 和 命题 演算 的 情形 一 样 (330)， 
谓词 演算 亦 可 不 用 导出 的 代入 规则 而 用 公设 的 代入 规则 来 表述 ， 
若 用 $34 定理 15 的 记号 并 要 求 保留 条 件 (A) ,该 规则 便 如 下 : 

E 

E* 
这 时 谓词 字母 便 叫 做 谓词 变 元 ; 这 规则 经 常理 解 为 每 一 次 应 用 于 
一 变 元 ;和 从 前 一 样 , 在 辅助 推演 中 这 些 变 元 必须 对 被 解除 的 假定 
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公式 言 是 保持 固定 的 *. 《 代 人 规则 的 第 一 次 精确 的 陈述 似 是 希 尔 
伯 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939], 377 一 378 页 或 [1934] , 98 页 ,但 须 理解 : 
关于 “代入 ”所 作 的 限制 对 “改名 ” 亦 适 用 ,) 

2 值 谓词 演算 ”参见 罗 吹 与 屠 尔 凯 [1948 一 51], 1952. 

多 种 类 谓词 演算 ”如 在 $31 中 所 曾 指 的 ， 谓 词 演 算 亦 可 就 多 
种 客体 域 而 定论 ,有 些 变 元 便 明 指 以 这 些 变 域 中 之 一 为 变 域 , 别 的 
变 元 则 以 别 域 为 变 域 等 等 。 如 果 这 几 种 客体 域 是 当 作 客体 的 几 种 
不 同 的 基本 范畴 的 , 则 这 演算 的 新 面貌 不 外 是 ,没有 任何 运算 能 够 
把 某 一 种 类 的 项 或 变 元 , 即 指 某 一 变 域 而 言 的 项 或 变 元 ,来 代入 别 
一 种 类 的 项 或 变 元 处 去 .例如 ,只 当 * 与 ”为 同 种 类 的 变 元 时 ,*79 
才 成 立 ， 命 名 式 中 每 一 个 附加 变 元 都 应 属于 一 个 明 指 的 种 类 .( 参 
见 挡 勃 朗 11930] , 史 密 特 (Schmidt) [1938], 王 浩 [1952] 及 $74 例 
13.) 


高 层 谓 词 演算 “但 是 亦 可 用 下 法 而 得 到 具有 几 种 类 型 的 变 元 
的 谓词 演算 , 即 先 从 具 一 个 原始 客体 域 (叫做 个 体 域 ) 的 谓词 演算 


1) 本 名 从 “和 从 前 一 样 ……” 起 , 俄 译 者 认为 不 够 精确 ,因此 喝 改 如 下 (作为 正文 ): 
“把 具有 元 数学 变 元 A,B, Cx,t，A(x) 的 公理 模式 改 用 相应 于 这 些 模 式 的 具 形 
式 变 元 A, B,C, a, 5，A(a) 的 具体 公理 。 此 外 再 假设 客体 变 元 的 代入 规 
则 ;根据 它 , 代 入 便 可 以 在 所 给 公式 内 让 由 出 现 处 进行 ,如 5318 所 号 的 ,并且 只 要 
代入 是 自 生生 人 入 人 C327 这 时 在 公理 10 与 11 中 可 选取 某 个 固定 的 
个 体 变 元 , 例如 6 作为 t， 在 公设 9 一 12 中 *x 处 处 都 表示 一 个 固定 的 约束 变 元 
x, 为 此 我 们 又 假设 (应 用 于 个 最 的 总 及 名 $33 的 约束 变 元 的 改名 规 
则 , 这 系统 的 公理 个 数 是 有 穷 的 ”。 3 

俄 译 者 再 补 人 脚注 如 下 . 

要 由 上 面 所 论 的 请 词 演算 改换 为 这 种 形式 的 谓词 演算 ， 可 用 第 四 章 定理 3 的 方 
法 而 得 (预先 把 公式 A ，…, Am 中 的 x 更 换 ), 反 之 (要 由 这 形式 改换 为 上 面 所 
论 的 形式 一 一 译 者 ) 其 法 如 下 ， 对 规则 9 与 12 言 (如 果 工 与 x 不 同 ) 设 应 用 
规则 9 或 12 时 其 前 担 的 证 明 长 度 为 > 十 1， 并 设 当前 提 的 证 明 的 长 度 委 > 时 
已 经 证 明了 这 应 用 可 以 转 人 具 公 设 的 代 人 规则 的 谓词 演算 内 ; 今 若 在 所 给 应 用 
规则 9 及 12 时 的 前 提 中 , 把 变 元 x 换 为 随便 别 的 变 元 v， 但 须 不 出 现 竹 证 明之 
内 的 . 对 于 这 样 而 得 的 前 提 在 具 公 设 的 代入 规则 的 谓词 演算 内 是 有 证 明 的 《 即 . 
首先 利用 改名 规则 在 前 提 内 把 x 的 约束 出 现 除 去 , 其 次 使 用 客体 变 元 代入 规则 
把 v 代 人 x 处 )、 然 后 把 x 代 以 x, 并 就 变 元 x 相应 使 用 规则 9 或 规则 12? 再 使 
用 约束 变 元 的 改名 规则 及 客体 变 元 代 人 规则 ， 来 恢复 原来 所 给 应 用 规则 5 鳞 规 
则 12 时 的 约束 变 元 及 自由 变 元 的 结论 ， 我 们 便 对 于 所 给 的 具 长 度 十 1 的 推 
的 结论 而 在 具 公 设 的 代 和 人 规则 的 谓词 演算 内 得 到 了 其 证 明了 . 
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出 发 ;其 次 以 第 一 客体 域 上 的 谓词 作成 新 客体 域 ,这 样 便 容许 量词 
VYP,3P, 而 P(a, …，a) 为 第 一 系统 内 的 谓词 变 元 ;等 等 ， 当 我 们 
考虑 根据 这 计划 而 构成 的 谓词 演算 谱系 时 ， 第 一 个 叫做 狭义 谓词 
演算 或 第 一 层 谓词 演算 , 别 的 叫做 第 二 层 , 第 三 层 谓词 演算 等 , 一 
般 叫 做 高 层 谓词 演算 、 考 虑 这 样 一 种 的 系统 的 谱系 时 发 生 了 好 些 
困难 问题 ,被 逻辑 主义 学 派 ($12) 所 研究 着 .简单 的 引 论 可 见于 项 
尔 伯 特 - 阿 克 曼 [1928] 的 第 二 版 (1938) 或 第 三 版 (1949) 中 的 第 四 
章 . 在 印 吉 [1956] 的 第 五 章 (第 一 卷 ) 讨论 了 二 层 谓 词 演算 , 印 二 
还 准备 在 他 所 计划 的 第 二 卷 第 六 章 内 讨论 更 高 层 的 谓词 演算 . 
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第 八 章 形式 数论 


$38. 归纳 ,相等 性 ,替换 


在 本 章 内 我 们 转 而 讨论 第 四 章 的 完全 形式 系统 ， . 

今后 我 们 把 各 结果 主要 地 用 特殊 的 形式 变 元 来 叙述 ， 如 群 B 
的 公设 那样 (公设 13 以 后 ) ,因此 可 证 公式 便 是 数论 中 的 一 些 特殊 
定理 而 在 本 系统 的 符号 系统 中 加 以 形式 化 的 ， 由 于 有 个 体 变 元 的 
代入 规则 ($23 及 $32,*66) 的 缘故 ， 凡 用 特殊 自由 变 元 叙述 的 形 
如 [一 A 的 结果 ,其 中 的 自由 变 元 均 可 用 项 来 代 人 ， 

由 公设 13( 用 2 引 ,V 引 , & 引 及 二 消 ), 我 们 有 下 列 的 关于 数 
学 归纳 法 的 形式 规则 . 根据 这 条 规则 而 作 的 形式 归纳 当然 根本 与 
在 证 明 元 数学 定理 时 所 用 的 非 形 式 数学 归纳 法 毫 不 相干 . 

归纳 规则 设 x 为 一 变 元 ，A(x) 为 一 公式 ， 了 为 一 列 不 含 自 
由 x 的 公式 . 如果 TH 一 A(0)， 又 了,A(x) 一 A(Gz)， 其 中 自由 变 
元 对 A(x) 言 是 保持 固定 的 , 那 末 TH 一 A(x)5. 

从 下 定理 的 证 明 起 ,对 于 形式 可 证 性 或 可 推演 性 的 证 明 ,我 们 
常常 采用 更 加 非 形 式 的 表示 ， 在 处 理 等 价 性 时 上 面 所 用 的 链 方法 
《$26) 便 是 这 种 趋向 的 一 个 开端 .现在 更 进一步 ,在 很 多 情形 中 我 
们 都 把 符号 “上 一 ”省 去 . 因此 ， 我 们 说 “假设 A”， 意 指 我 们 想 
用 A 作 一 个 假定 公式 以 构造 一 推演 。 当然 ， 严格 说 来 我 们 并 没有 
假设 什么 ,只 不 过 指明 后 面 的 公式 是 形式 地 由 A( 及 我 们 已 经 引入 
的 其 它 假定 公式 ) 推 演出 的 ， 直到 文中 指出 或 暗中 指出 假定 公式 A 
被 解除 为 止 . 在 这 样 的 非 形式 表示 的 每 一 步 又 中 ， 所 给 出 的 公式 
是 理解 为 由 所 有 一 切 尚未 被 解除 的 假定 公式 而 推演 出 来 的 ， 


蕊 显然 x 对 丁 中 每 一 公式 都 保持 固定 、 如 果 不 要 求 工 的 每 一 公 趟 都 不 含 自由 x， 
则 一 般 地 有 TF"A(x) 一 一 俄 译 注 。 
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例 1 下 面 便 用 这 个 表示 法 来 表示 上 一 了 A(OD 了 一 Yx 下 AGx) 
的 证 明 ( 参 看 $35*83 的 证 明 的 前 半 ). 

由 于 要 使 用 二 引 , 故 假设 3xA(x)。 又 想 由 此 再 使 用 3 消 , 故 
又 假设 A(x)。 我 们 又 想 使 用 反 证 法 ( 即 一 引 ) 而 推 壹 出 Vx 
A(x), 因此 我 们 假设 yx 一 A(xz)。 于 是 由 YY 消 得 一 A(x), 与 A(x) 
相 矛 盾 . [因此 由 引得 站 Yx 了 A(x)， 而 这 便 解除 了 假设 Vx 
A(x)。 因 为 了 Vx 了 了 A(x) 不 含 自由 x, 故 现在 可 以 完成 习 消 而 解除 
了 A(x). 最 后 由 汪 引 得 3xA(x) 汪 一 Vx 一 A(x), 解 除了 3xA(x).] 
方 括号 内 的 步骤 通常 是 不 必 朋 说 的 . 

要 分 析 这 个 推 交 ,我 们 列 出 各 公式 ,用 箭头 指出 各 假设 的 有 效 


性 究竟 到 什么 时 候 为 止 . 
1. 3xA(x) 假定 。 
2. A(x) 一 一 假定 . 
| 3. Vx™1A(x) 假定 。 
| 4. 一 A(x) 一 VY 消 ,3，- 
5. TIVx71A(x) 门 引 ,2，4。 
6. TYx™A(x) 习 消 ,5， 


7. 3xA(x)D Vx™A(x) 5],6, 

就 每 个 公式 言 ， 都 可 由 箭头 延伸 到 该 处 的 那些 假定 公式 而 推 
演出 ， 例 如 , 第 5 行 意 指 一 Yx 一 A(x) 可 由 3xA(x) (第 一 行 ) 及 
A(x)《 第 二 行 ) 推 资 出 。 如果 用 | 一 记号 表示 , 我 们 的 证 明 便 是 以 
前 的 样式 了 . 


1. .3xA(x)H-—3xA(x). 

2, A(x) , 3xA(x)H—A(x)., 

3. Vx™A(x),A(x),3xA(x)H-—YVx™1A(x). 

4. Vzx7A(x), A(x),3xA(x)HF— A(x) Yy 消 ,3. 

5. A(x) ,3xA(x)| 一 一 YVx 一 A(x) 门 引 ,2 ,4. 

6. 3xA(x)— TYx A(x) 引 引 ,5 

7。 3xA(x) OYxmA(x) DD 
引 0。 
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注意 , 列 出 假定 公式 的 各 行 便 相 当 于 各 箭头 ， 为 第 5 步 的 使 
用 起 见 ， 亦 可 以 根据 上 一 的 一 般 性 质 把 Vx 了 AC(x) 作为 2 中 的 新 
增 假定 公式 . 在 第 6 步 时 , 3 消 结果 本 来 得 出 3xA(z),3xA(x) 广 
了 IVx™T1A(x), 但 由 一 的 一 般 性 质 我 们 把 重复 的 3xA(x) 省 去 了 . 
实际 上 对 2 一 5 说 ,是 否 把 3xA(x) 当 作 一 个 假定 公式 那 是 无 关 重 
要 的 . 

使 用 V 消 规则 时 经 常 使 用 “ 穷 举 ”字样 来 描述 (参看 $23). 使 
用 形式 归纳 规则 时 经 常 如 下 表示 ,和 非 有 形式 归纳 的 用 语 同样 ($7): 
黄 基 .…A(0)。 归 纳 推 步 ， 假设 A(x) (归纳 假设 ) 故 … 故 A(x')， 
[到 这 里 归纳 推 步 便 完成 ,而 A(x) 不 再 作为 假定 公式 .] 故 A(x). 
[其 它 的 公式 了 工 可 以 从 头 到 尾 作 为 假定 公式 .。 这 种 对 | 一 A(x) 或 
了 TH 一 A(x) 的 证 明 叫 做 “就 x 而 (形式 ) 归 纳 ”; A(x) 叫做 “归纳 公 
式 ”.] 

当 形 式 的 发 展 和 直觉 的 推理 密切 平行 时 ， 这 种 非 形式 的 表示 
法 是 很 方便 的 。 它 简 省 字句 而 且 使 我 们 对 于 形式 可 证 性 、 形 式 
可 推演 性 的 证 明 过 程 在 外 貌 上 更 靠近 于 非 形 式 数学 的 方法 〈 人 参见 
§20). 

因此 ， 在 任何 时 候 读者 必须 全 得 把 这 些 过 程 严 格 化 ， 改 依 我 们 
的 导出 规则 而 用 "| 一 ”符号 叙述 之 .| 一 记号 可 以 对 我 们 的 导出 规 
则 给 出 简单 而 精确 的 叙述 , 清楚 地 指出 它们 的 结构 。 当 我 们 要 和 令 
述 新 规则 时 ,或 用 它 而 能 够 强调 推演 性 关系 的 形式 时 ,或 用 它 而 能 
够 强调 我 们 是 讨论 系统 内 的 公式 《而 非 在 系统 内 讨论 ) 时 ， 我 们 仍 
将 继续 应 用 它 . : 

. 今后 我 们 一 般 地 把 a .5b 缩写 为 “ab”? 

定理 23 (相等 性 的 性 质 ) : 

*100. —a= a. *101. —a = 5 二 5 一 a。 
*]102. [一 a 一 pk 一 ca 一 ce。 
( 自 反 性 ,对 称 性 及 可 传 性 .) 
*103( 公 理 17). | 一 a 一 ba 一 b. 
1) 一 般 地 , 命 rs 为 任意 的 项 ,我 们 把 r. * 缩写 为 “re” 一 一 俄 译 注 。 
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*104，| 一 ww 一 0Da 二 ec 一 5 十 ec。 
*105. —a= boecta=c+b. 
*106, 一 wa 一 5 二 ac = be *+107，| 一 wa = 5 二 ca = cb. 
(关于 函数 符号 " ,十 ,. 的 特殊 替换 性 .) 

*108 (公理 16). | 一 aa 一 52D(a 一 c28 一 ec) 

*109. | 一 a = 6D(e = aDe = . 
(关于 谓词 符号 一 的 特殊 替换 性 .) 

证 明 *100. 在 $19 例 1 中 我 们 已 经 由 公设 而 直接 证 明 这 个 
公式 了 。 若 应 用 后 来 建立 了 的 导出 规则 ,可 把 这 证 明 综述 如 下 :由 
公理 16 作 代 人 ($32,*66) 得 a 十 0=aD(a+0=aDa= a), 
故 由 公理 18 (用 二 消 两 次 ) 得 a 一 a. 

*101， 试用 非 形 式 的 表示 法 , 设 a 一 5。 由 公理 16 得 一 e 
Db6=ece。 以 a 代 ce 得 a= aDD6b 一 a.。 故 由 *100 得 b=&a, 

*104。 试用 形式 归纳 规则 而 证 明 。 在 奠基 中 以 及 在 归纳 推 步 
中 都 将 用 相等 链 的 方法 (参看 $26 末 )。 我 们 使 用 这 个 方法 是 建 基 
于 已 证 明了 *100 一 *102 这 事实 之 上 的 ， 因为 我 们 还 没有 证 明 一 
般 的 替换 性 质 (定理 24(a)), 凡 是 要 把 一 项 换 为 另外 与 它 相等 的 一 
项 时 ,每 一 步 都 必须 就 该 情形 的 特殊 替换 结果 而 求 得 根据 . 为 此 ， 
在 这 里 我 们 使 用 公理 17 (*103).。 对 一 公理 或 已 经 证 明 的 公式 而 
作 代 和 人 将 不 明显 地 指出 . 设 a 一 0, 今 对 e 作 归 纳 以 证 明 a 十 ce 
一 5 +e 如 下 葛 基 : a 十 0 一 ea[ 公 理 18]= [假设 ]=b 寺 0 
[公理 18]， 归 纳 推 步 : 作为 归纳 假设 , 设 a 十 ec 一 5+ec, 则 ac 十 
ec 一 (ea 十 ec) [公理 19]==(b 十 e) [归纳 假设 ,公理 17] 一 上 十 ee 
[公理 19]. 

*105， 设 把 a 二 be -ta 一 ce 十 b 简 记 为 “A(a,b), 今 
就 a 作 归 纳 而 证 明 Y&8A(a,5b)。 今 只 述 归纳 推 步 , 商 基 一 步骤 由 
读者 自 为 之 ,归纳 推 步 : 设 VbA(a,b). 由 VvV 消 得 A(a,b). 今 
就 8 作 归 纲 而 推出 A(a' ,5)， 蔓 基 : 设 a 一 0。 但 由 公理 15， 

a = 0 * 数 由 弱 一 消 ($23) 得 ce 二 a' 一 e 十 0. 归纳 推 步 ， (我 
_ 们 并 不 需要 对 的 归纳 假设 ) 设 a 一 Bb。 则 由 公理 14 得 a=6。; 
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再 用 A(a;b) 得 ca==c+6b. 但 c 十 a 一 (ce 十 a) [公理 
19] 一 (e 士 0) [用 ce 十 a 一 c 十 6b 及 公理 17] =e 十 [公理 
191. 《就 a 作 归 纳 时 我 们 为 什么 取 YbA(a,b) 而 不 取 Ala,b) 
作为 归纳 公式 呢 ? 参考 归纳 规则 的 叙述 .在 对 a 作 的 归纳 推 步 中 
再 对 必 作 归纳 时 ，VbA(a,5) 便 是 T.) 
处 理 *105 的 另 一 法 是 先 证 *118 及 *119, 然后 *105 便 可 由 
*]04 推 得 . 
*106 与 *107， 和 *104 与 *105 相似 ， 要 证 明 已 假设 ae 一 pe 
后 ,在 ae 十 @ 中 可 以 把 ae 代 以 be ,我 们 必须 使 用 *104; 等 等 。 
替换 定理 24 (a). 设 u 为 一 项 ,含有 项 r 的 某 一 个 明 指 出 
现 , 把 这 个 出 现 换 为 一 项 * 后 结果 为 4,, 则 
T 一 5 一 au 一 Di。 
(b) 设 C. 为 一 公式 含有 项 r 的 一 个 明 指 出 现 ( 不 作为 一 量词 中 的 
变 元 出 现 ) ,把 这 个 出 现 换 为 一 项 * 后 结果 为 C,, 则 
r= S| 一 2zzC. ~ C，。 
这 里 x,"…,x， 为 r 或 s 中 的 变 元 而 属于 C: 中 的 某 些 量词 的 ,这 
些 量词 的 辖 域 又 包含 有 该 r 的 明 指 出 现 的 , (替换 定理 .》 
例子 见 后 .证 明 与 前 相同 ($$26,33)， 但 用 七 条 补充 引 理 . 
替换 的 补充 引 理 ”如 果 ! 与 :为 项 , 则 : | 
*110. r= sr = s, 
*111i. 一 sr 十 t 一 s 十 t。 *112. fr 一 s| 一 tt 十 z 一 1 十 s， 
*]13 r 一 s 一 rt 一 st。 *114，T 一 $| 一 tr = ts， 
*115 r 一 S 一 5 一 ts 一 1t。 *116.r 一 5 一 一 rt 一 s。 
证 明 前 面 引 理由 *103 一 *107 用 代 人 (*66) 及 忆 消 而 得 .最 
后 两 引 理由 *108 及 *109 再 用 *66, *101, 汪 消 及 *16 而 得 . 
例 2 设 I 为 8 为 ga)C: 为 3d(d 十 5 一 c)， 由 : 到 C: 及 
由 s 到 C, 的 平行 构成 过 程 如 下 ，r 在 C; 中 的 深度 为 3。. 
b a 
d+b di+a 
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6 一 e d+a=ec 
3ad(d + b = ec) 3d(d +a= ce) 
设 在 前 面 两 行 的 两 表达 式 间 加 入 一 号 ， 在 后 面 两 行 的 之 间 加 入 ~ 
号 . 结果 所 得 的 公式 都 可 以 由 前 推 后 ,只 要 继续 应 用 *112， 1 
*72( 变 化 中 便 成 ， 若 用 缩写 符号 “天 "($17) ,结果 可 写 为 6 一 
6 二 c ~ a < 二 e. (为 什么 在 结果 中 d 不 变化 ?) 

系 1 在 定理 所 述 的 条 件 下 : 如 果 [ 斑 r 一 s 则 | 一 u 一 ua 及 
tC ~ CG,. 

系 2 在 定理 所 述 的 条 件 下 : rf 一 s, CH 一 wwC,， 这 里 
xx 只 对 第 一 个 假定 公式 是 变化 的 .如 果 上 rz 一 : 则 GC 
C,。( 相 等 关系 的 替换 性 .) 

例 2( 续 完 ) 再 用 *101 得 : & 一 5，8 一 c| 一 aa < c. 

如 前 ， 在 营 换 之 前 可 先 对 个 体 变 元 作 代 人 (参看 $33 例 4 及 
$34 附注 2 前 面 的 话 ). | 


$ 39. 加 法 ,乘法 ,次 序 


群 8 的 公设 ($19) 可 如 下 描述 .公设 14,15 及 13 乃 形 式 地 表 
述 皮 亚 庄 公理 的 最 后 三 条 ($6). 〈 本 系统 中 只 用 自然 数 变 元 , 故 皮 
亚 诺 的 前 两 条 公理 由 $17 项 的 定义 中 旬 工 及 名 5 而 引入 .) 公 理 16 
及 17 给 出 相等 关系 的 性 质 (其 中 公理 17 又 表示 后 继 函 数 ' 的 单 值 
性 ,这 在 皮 亚 诺 的 表述 中 没有 明白 说 出 )。 公理 18 及 19 可 叫做 用 
以 定义 函数 十 的 “递归 方程 ,公理 20 及 ?1 则 是 用 以 定义 函数 的 
“递归 方程 i 
关于 缩写 “a 站 及 “1”,“2”,“3”,…, 见 $17, 
定理 25( 算 术 定律 
*117. —(at+b) 十 ec 一 wa 二 (2 二 ec)。 
*118. Fa +b= (a+b). 
*]119. ~a+b=b+a, 
*]120. | 一 af(p 十 ce) 一 ap 十 ae。 
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*]121, | 一 (ap)e = a(be). 
*122. ~ab = ab +b. 
*]123. | 一 ap 一 ba. 
《关于 十 及 :的 结合 律 ， 可 换 律 及 分 配 律 ; 以 及 用 以 证 明 可 换 律 的 
引 理 .) 
*124( 公 理 18). | 一 a 十 0 一 qa, *125( 公 理 20). [一 a .0 一 0。 
*126。 | 一 a 十 1 一 ai。*127. [一 a .1 一 G。 
(关于 0 及 1 的 直接 定律 .) 
*]128, —a + b= 0Da= 0b = 0. 
*]129. | 一 ap = 0Da= 0Vb = 0. 
*130. ~a+b= 1Da=1Vb=1. 
*131. [ab 一 1Da 一 1g8 一 1， 
(关于 0 及 1 的 逆 定 律 .) 
*132. ~—a+e=b+i+ecDa=b. 
*133, —e#¥ 0D(ac = beDa = b). 
(关于 十 及 .的 逆 定 律 .) 
证 明 在 这 些 证 明 中 ,因为 我 们 已 经 有 定理 24(a), 所 以 不 必 
如 定理 23 的 证 明 那 样 再 用 它 的 特例 *103 一 *107 了 。 
*117 与 *118。 分 别 就 e 与 上 作 归 纳 ， 
*119， 就 wa 作 归 纳 ,在 奠基 中 再 就 65 作 归 纳 . 
*122.~ 就 5 作 归 纳 。 归纳 推 步 : 假设 ae 一 apg 十 5 则 
ab'’ 一 ab 十 a [公理 21] 二 (ab 十 5) 十 ee[ 归 纳 假 设 ] 一 ((a8 十 
6b) + a) [公理 19]=(ab 圭 (6b 十 a))[*117]= (ab+(a + 6)Y 
f*119] = ((ab -+ wa) 十 2 [*117] = (ab'+b) [公理 21]=ab'+ 
6b'[ 公 理 19]., 人 
*128， 如 果 | 一 A(0) 及 上 斑 AGx7, 则 | 广 AD， 因由 上 一 AGCx) 
根据 广 的 一 般 性 质 可 得 A(x) 一 A(x): 故 可 就 x 而 作 归 纳 ， 这 规 
则 可 叫做 (对 x 的 ) 归 纳 穷 举 ， 对 *128 而 言 , 试 把 需 证 明 的 公式 叫 
做 “A(a, b)”.， 要 对 a 而 作 轨 纳 穷 举 以 证 明 A(a, 5)， 只 须 证 明 
A(0,65) 及 A(a' ,6) 便 够 了 ， 要 对 二 的 作 归 纳 穷 举 以 证 明 这 两 者 ， 
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只 须 证 明 四 个 公式 A(0,0), A(0,65'), A(la',0) 及 A(la’,b') 便 
够 了 , 即 证 明 下 四 个 公式 便 够 了 : 
0 十 0 一 0DD0 一 0k0 一 0， 0 二 8 一 020 一 0kp 一 0， 


+0=0Da = 080=0, a+b= (0Da = 0 = 0 


这 四 个 公式 的 证 明 都 极 容易 ， 因 为 在 每 个 情形 下 我 们 只 须 把 蕴涵 
式 的 前 件 驳 斥 ( 用 公理 15) 或 把 其 后 件 证 出 便 成 (参看 $ 26*10a 及 
*11.) 

*130。 同 法 证 明 , 但 重复 使 用 穷 举 证 法 , 即 证 明 A(z) 时 我 
们 还 证 A(0”) 及 A(x”)、 总 共 说 来 ,要 证 A(a,6b)， 只 须 证 九 个 
公式 便 够 

A(0,0), A(0,1), A(0,6"), A(1,0), A(1,1), A(1,6") 

Ala”’,0), A(a’',l), A(a” ,b"). 

每 个 公式 的 处 理 都 是 按 上 述 常规 来 作 的 (用 公理 14 及 15). 

*132， 就 e 作 归纳 ,用 公理 14. 

*133、 设 把 ac 一 be 沪 a 一 b 缩写 为 “A(a,b)”. 假 设 c 关 0. 
我 们 就 6 作 归 纳 而 推出 YaA(a,5) 如 下 ， (参看 *95.) 奠基: 
设 ae = 二 0c， 由 *125( 及 *123)ac 一 0, 但 e 关 0 故 由 *129 及 
命题 演算 得 a 一 0. 归纳 推 步 : 设 vaA(a,6). 由 Vv 消 得 A(a， 
6) .我 们 将 就 a 作 归 纳 而 推演 A(a;,&). 黄 基 : 设 0c 一 bc. 由 
*125( 及 *123,*101) 得 be 一 0; 由 *129 得 及 一 0Ve 一 0， 但 
由 公理 15,8 关 0, 又 由 假设 e 关 0; 故 下 ( 一 0Ve 一 0). 册 这 
个 矛盾 及 弱 乙 消 ($23) 可 得 0 一 .归纳 推 步 : 设 ae 一 ge. 由 
*]22,ac 十 e 一 pc 二 ce 由 *132 得 qz 二 bc. 故 由 A(a,b, 得 
a 一 6; 再 由 *103 得 a 一 bb. 

处 理 *133 的 另 一 法 是 等 到 建立 *139 以 后 , 这 时 它 便 可 和 
*146b 同 法 证 明了 . 

现在 我 们 在 使 用 $17, $33 中 的 约定 的 情况 下 以 缩写 号 “a 一 
6b” 表示 3c(e' 十 & 一 05; 又 把 “8 二 > a” 作 为 6<a 的 缩写 ;“a 专 
"作为 a 二 bVa 一 b 的 缩写 ;“a 之 b” 作 为 6 三 a 的 缩写 ; 
。 37 不 得 对 特殊 变 元 asb 如 此 缩写 ;对 任何 两 项 rss 亦 如 此 缩写 一 一 依 俄 译注 ， 
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“a < 达 b 二 ce” 作 为 a 二 bgb < 二 ec 的 缩写 (参看 $26 末 ); 等 等 2， 
定理 26 《次序 性 质 ) 

*]134a. a <b<cDa<e,. *134b. Fa<b < cDase. 
*134c. | 一 w <b6<ecDa<e. *134d. -a<b<<ecDae, 
(可 传 律 .) 

*135a. ~—a<a,. *135b. ~0<a. *136. E00<a, 
*137( = *1370),. fa = 0V3ab(a = 6b'). 
*]37, FF—a~=0Va= 1V3b(a = 6b"). 
*137,. | 一 a 一 0Ve 一 1Va 一 2V3p(a 一 8) .… 
*138a. ~a<b~a<b .*138b. -a>b~a>b. 
(关于 0 及 “ 的 次 序 性 质 .) 
*139. Fa<bVa=bVa>b. 


*140. -Ta<ca. *141. 上 一 wa < boola>b. 
《连通 性 , 反 自 反 性 ,反对 称 性 .) 
*]142a.—a+ b>a. *143a. EE-b6 A 0Dab > a. 


*]42b. Hb 0Datb>a. 
*]43b. | 一 a 天 0kp > l1Dab > a. 
*#143c， 上 一 8 关 02a2> ai 故 上 6z 0D3e(eb > a). 
*]44a. | 一 GQ< ~ad+e 一 5 二 ec. 
*]144b. —a<b~atc<b+ie. 
*]45a. eA 0D(a<b~ac < be), 
*145hb. —e¥ 0D(a<b~ac be). 
| (加 法 与 乘法 下 的 不 等 式 .) 
*]146a. f—b 2 0 二 393r(a 一 bg 十 rg&r < b). 
*]46b. ~—a = bg + rg&r, < pka = bg, + mk <b 
Dq 一 qa&r, — 六。 
《 商 与 剩余 的 存在 性 及 唯一 性 .) 
证 明 *134a. 假设 a 二 65<c 即 a<bxb< 二 ec 即 ad(d 十 
a 一 0)k3e(e' 十 6 一 c). 为 应 用 3 消 及 & 消 起 见 ,假设 d' 十 a= 
1 不 但 对 特殊 变 元 ay b 区 此 缩写 ， 对 任何 两 项 ni 亦 如 此 缩写 一 依 俄 译注 。， 
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8 及 e 二 8 一 c， 于 是 @ 十 (d 十 a) 一 ec; 它 可 重新 结合 为 
(ed)++a=e, 由 3 引得 36(b Ta 一 ce) 即 a 一 ec. 

*#134b。 由 *134a 应 用 穷 举 证 明 ($23). (参看 $38 例 2.) 

“136。 就 a 作 归 纳 穷 举 ,应 用 *135b. 

*137，*137k。 继 续 使 用 归纳 穷 举 ;或 如 下 证 明 : 若 用 公理 18 
及 一 的 性 质 (参看 $33 例 4) 可 见 *136 的 公式 等 价 于 *137 的 公式 ; 
而 *1371, ,*137,,… 等 等 便 依 次 得 到 . 

*]38a. 由 习 消 V 消 及 V 引 , 再 用 *137 得 六 ea 一 久 ~0 十 
a=bV3cle” 十 a 一 6b)， 若 用 *119 及 公理 19,17,14 及 18 可 
得 上 00TTa=6b ~a 一 6b. 着 用 *119 及 公理 19, 17, 14 及 *72 
(或 3 消 及 引 引 ) 可 得 [ 广 ae(e" 二 a=b)~a<b. 

*]39。 就 6 作 归 纳 ,奠基 中 用 *136, 归 纳 推 步 中 用 *138a, b. 

*140。 设 a<=a 即 36(b' 十 a 一 a).， 为 了 3 消 设 + 
a 一 wa， 则 由 *132, *124 及 *119 得 6 一 0 与 公理 15 冲突 ， 附 
注 : 因为 6 一 0 及 b' 关 0 这 两 个 互相 矛盾 公式 含有 自由 6, 故 
不 能 够 立即 使 用 习 消 ， 但 由 弱 盖 消 ($23), 我 们 可 先 推出 一 对 不 含 
自由 6 的 矛盾 公式 价 如 0 一 0 及 00( 然 后 再 用 习 消 一 一 译 者 ). 

由 *140 得 ,一 ca 一 5Dma 一 六 ; 

*143b. 假设 a 关 0k8>1. 由 a 产 0 及 *137 得 3c(a 一 
ec); 由 b>1 及 *l40,*141 及 *135a 得 有关 08k8 关 1， 故 再 由 
*137 得 ,3d(b 一 d"). 假设 (为 了 使 用 3 消 )a 一 ce 及 bb 一 d". 

*]144a， 四 *104,*132,*117 及 *72。 1 

*]145a. 假设 ce 天 0. 第 一 部 分 须 推 总 出 a 二 ac 一 pc. 
(让 诸 读 者 去 作 ) 第 二 部 分 : 须 推广 出 ae < bea < 8、 假设 
ac < bce， 要 推出 a 之 6 只 须根 据 *139 用 穷 举 法 (V 消 ) 从 三 个 
穷 举 假设 而 推出 a < 8 便 够 了 . 情况 1: a < 6b. 情况 2; a 一 
5. 则 ae 一 bc， 它 与 *140 合并 得 一 ac 二 be， 这 与 我 们 的 假设 
ac 一 pc 相 矛 盾 。 由 弱 盖 消 得 ww 一 5. 情况 3: w&>> 5 即 5 一 
a。 则 由 第 一 部 分 结果 得 be 二 ac 即 ac > pe, 故 由 *141 得 一 
ac 一 pc. 
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“146a. 就 a 作 归 纳 《 在 作 了 假设 和 关 0 后 )，〈 亦 可 根据 
*143c 及 *149 而 作证 明 .) - 

*146b. 假设 a = pb9, 十 ri&ri 二 Bb&a = 89:) 十 mkm 一 8， 要 
推演 出 gq 一 9:， 只 须 用 *139 根据 穷 举 及 弱 一 消 , 从 gq 二 9 推演 
出 矛盾 以 及 从 qi 盖 9 推 注 出 矛盾 便 够 了 .假设 qi <qg. 为 了 
使 用 忆 消 ,可 假设 @ 十 9g 一 9 今 bg, + r= a~— bg,+ 7,= 
bl@’ + g) + r= bg + (be +7r). 故 r= be’ +r,[*132] 之 
be'[*142a] 之 b[*143a]， 由 *140 与 *+141, 这 与 mm < 之 8 相 矛盾 。 
男 一 情况 仿 此 . 既 推 出 qr 一 9; 后 ,我 们 有 a 一 bq 十 ?二 bg, 十 
72, 故 由 *132 得 产 一 7。 


*§ 40. 数论 的 进一步 发 展 


我 们 的 数论 形式 体系 与 非 形式 理论 的 不 同 之 处 在 于 它 把 逻辑 
明白 写 击 ， 我 们 对 逻辑 已 经 熟识 到 了 这 样 的 地 步 , 使 得 数论 在 
形式 体系 内 的 进一步 发 展 将 可 沿 非 形式 理论 中 所 熟悉 的 通路 而 进 
行 。 对 这 发 展 我 们 将 不 再 有 系统 地 继续 下 去 了 , 但 在 转 到 有 关 这 
体系 的 一 般 元 数学 问题 以 前 ,还 需 指出 它 的 若干 方面 . 

在 本 节 中 , x 为 变 元 ,A(x) 为 公式 ,7 与 z 为 彼此 不 同 的 又 异 
于 x 的 变 元 ,它们 对 于 A(x) 中 的 x 是 自由 的 ， 且 不 自由 出 现 于 
A(zx) 中 . 

最 小 数 原则 (或 自然 数 集 的 良 序 性 ) 说 ， 如 果 有 一 自然 数 z 使 
得 4(x) , 则 有 一 个 最 小 的 这 样 的 *, 叫 它 为 y。y 的 性 质 可 在 形式 
符号 体系 中 用 公式 A(y)gVz(z 二 y 刁 A(z)) 表示 , 或 者 可 用 下 
式 即 *147( 由 *13,*139 得 证 ) 而 写成 另 一 个 等 价 形式 . 

*147，| 一 2 < 7 下 A(z) ~ A(z)Dy < 1z. 

我 们 首先 证 明 : 
*148°. | 一 3y[y < x&A(y)& Vz(z < y 了 一 A(Cz))] 
VVy[ly < x2 AGO)] 
《关于 自然 数列 的 初始 ( 截 ) 段 的 排 中 律 及 最 小 数 原则 . ) 
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*148a. A(x) V 一 A(x)H-o 蕊 [7 一 xkA(7)&vVz(z 一 7 二 一 A(Cz)7] 
VYy[y < x2 一 A(7)]. 
*148b. | 一 门 一 {3y[y < x&A(y)& Yz(z < yDDA(z))]VYVy 
[7 一 xz 二 一 A(77)]}. 
《这些 定律 的 直觉 主义 说 法 .) 

证 明 *148。 就 x 作 归 纳 如 下 设 把 *148 中 的 公式 缩写 为 
“P(xz)VQ(Cx)”。 奠基 由 *136，*140，*141 及 *10a。 可 得 | 一 
Q(0), 故 | 一 P(0) VQ(0)、 归 纳 推 步 ， 设 P(x) VQCx)。 然 后 由 
穷 举 靶 (V 消 ) 推 出 P(x)V Q(x”)， 就 情形 1 言 , PCxz)| 一 P(Gz )| 一 
P(x))V Q(x'), 这 可 由 *135a, *134a 而 得 ， 对 情形 2 言 ,我 们 再 依 
A(x)V 1A(x)(*51) 而 分 出 子 情形 ,对 子 情形 2a 言 , QCx) ,A(Co) 广 
P(x)H-P(x)VQ(Cx), 这 由 *135a 可 得 ， 对 子 情形 2b 言 , Q(x)， 
mAG)H 一 QGxe)H 一 P(x 7VQG ,这 由 *138a 可 得 

*148a， 因 在 直觉 主义 系统 中 *51 不 能 成 立 , 故 把 Vx(A(x)V 
也 A(x)) 作为 归纳 时 的 假定 公式 T?. 

*148b， 由 公理 模式 6 用 二 消 及 两 次 换 质 位 〈*13，*12) 得 
A 刁 门下 C，B2 门 一 CAVBD 门 站 CC 一 站 站 (AVB) 二 门下 C。 
故 由 二 规则 得 : 如 果 T,A 上 一 mmC 及 了,B| 一 一 C (其 自由 变 
元 分 别 对 A 及 3 保持 固定 ) 则 T, (AVB)H 一 TC， 因此 我 
们 得 到 了 穷 举 证 法 对 把 穷 举 公式 AVB 及 结论 C 均 双重 否定 时 
的 情形 的 修正 ,因此 如 果 我 们 把 *148 证 明 中 的 归纳 公式 换 为 站 站 
(PCz) VQ(Cx)), 而 穷 举 公式 换 为 了 (A(x)V ACx))《 由 *51a， 
这 是 可 以 直觉 主义 地 证 明 的 )， 则 归纳 证 明 仍 可 实行 (用 "49s)， 而 
给 出 *148b。 

现在 我 们 可 以 推出 最 小 数 原则 了 . 

*149°. HF—3xA(x)O3y[A(y)&Yz(z < 7 二 一 A(z)7)]。 
〈 最 小数 原则 . ) 
#149a，A(x) V A(z)H-"3xA(x) DO3y[AC(y)&Yz(z<yh Ac] 


1) 这 里 如 删 去 Ax， 则 本 含有 自由 x， 故 本 章 开 头 $38 处 的 只 纳 规 刚 应 加 以 推广 ( 见 
第 195 页 上 该 规则 的 俄 译注 7 译 者 注 。 、 
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*149b. | 一 一 门 {3axA(xz)3y[A(y)gVz(z < yh A(z)))}. 
《最 小 数 原则 的 直觉 主义 说 法 .) 

证 明 *149( 或 *149 a)。 假设 3xA(x); 为 习 消 起 见 再 假设 
A(xz)。 在 *148 中 (或 在 *148a 的 结论 中 ) 以 x 代 x, 因 而 得 P(x”)V 
QGxz). 情形 1 P(x). 则 3[AC)svz(z<7 二 一 A(z)7)]， 情 形 
2: QGxe). 则 由 *135a 得 一 A(x) ,这 与 A(x) 相 了 矛盾. 由 弱 一 消 得 
3y[A(y)&kvz(z < yA(z))). 

*149b. 履 用 *148b 及 修正 过 的 穷 举 证 法 得 3xA(x) 了 1 站 
[A(y)&Yz(z < y 忆 下 A(z))]。 再 用 *60h，g. 

“148a 的 别 的 后 承 是 : 
*150. A(x)V TIAGOF—’3y[y < x&AC(y)IV Ta3y{y < xz&A(y)]. 
*151，A(z)V 一 AGx)| 一 "yy[y < xOACyY)]V Vy[y<xDACy)]. 

〈 对 直觉 主义 系统 有 趣 的 结果 .) 

证 明 *150. 由 *148a 得 A(x) VDmA(Cx) | 一 5y[y < x&A 
(YIVYyLy <xo—ACG)]. 但 上 Vy[ly 一 xmA(OD)] ~ Vy” 
[y < x&A(y)] [*58b] ~ 一 3y[y < x&A(7)][*86]. 

*151。 仿 上 ， 应 用 *148a 于 A(x)， 并 换 一 A(x) 为 A(x) 
(因由 *49c, 有 A(x)V TA) 也 A(x) ~ A(x)). 

有 些 数论 的 定理 需要 更 进一步 的 概念 ， 可 举 欧 几 里 得 定理 为 
例 , 它 说 , 有 无 穷 多 个 质数 .这 可 表示 为 : 任 给 一 数 。， 都 有 一 质 
数 大 于 a .事实 上 必须 有 质数 介 于 4 十 1 与 ol 十 1 之 间 ( 首 尾 
在 内 ) ,这 可 如 下 推出 .每 个 正 整数 > 委 。 都 除 尽 s!， 故 除 1 以 
外 它们 都 除 不 尽 a! 十 1. 又 oa! 二 1> 1; 故 或 者 它 是 质数 ,或 以 
一 质数 为 因子 。 这 质数 介 于 4 十 1 与 a! 十 1 之 间 ( 首 尾 在 内 ). 

这 两 情形 可 合并 为 :a! 十 1 的 大 于 1 的 最 小 的 因子 必 是 大 
于 < 的 质数 . 若 把 o! 换 为 1.… a 的 任何 公 倍数 这 推论 仍然 有 
效 。 us 
为 了 准备 对 欧 氏 定理 作 形 式 处 理 , 现 在 我 们 引入 “al 如 ( 读 作 
“a 除 尽 术 或 “a 为 6 的 因子 ”) 作 为 3eCac 一 6b) 的 缩写 "2， 我 们 

1) 对 任何 两 项 rys 言 2rjs 亦 仿 此 定义 一 一 译 者 注 . 
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可 以 证 明 : . ”| 
*152, Falab. *153, Fala. *154. ~—albgblcDalc. 
*155. | 一 ax > 1o(albgalb). 
*156. | 一 5 A 0D(alb6D0 <a< 5b). 
(| 的 性 质 .) 
(提示 : 对 *155 的 证 明 可 用 *137,，*145a( 及 *135a) ,*132 ,公理 
15. 对 *156 的 证 明 可 用 *143a. ) 其 次 我 们 引 人 “pPr(a)”(“a 是 质 
数 ”) 作 为 a > lasmae (1 二 ce < agcla) 的 缩写 那 采 在 形式 
体系 内 欧 几 里 得 定理 便 由 公式 35CPr(65)&b > a) 而 表示 . 

要 把 上 述 的 证 明 形 式 化 , 有 一 个 困难 是 : 在 这 系统 内 我 们 找 

不 出 一 项 可 以 表示 函数 al1。 为 了 避免 这 个 困难 ,我 们 先 证 : 
*157. | 一 3d[d > 0&vb(0 < 6b < aDbld)]. 

(1,.… ,a 的 公信 数 的 存在 性 .) 
(证 明 ”就 & 作 归纳 。 把 这 公式 叫做 “3adA(a, d)”. 就 莫 基 言 可 
证 [一 A(0, 1)， 就 归纳 推 步 言 , 可 证 (为 习 消 起 见 ) A(a, d) 上 一 A 
(a',da').) 今 为 习 消 起 见 ( 从 此 处 起 ， 为 欧 氏 定理 的 证 明 一 一 译 
者 .) 假 设 
(1) d> 0¢vb(0 < b < aDbld). 
满足 这 公式 的 变 元 d 便 起 了 so! 的 作用 ;更 明确 些 说 , 在 解释 之 下 ， 
它 表示 1,*… "a 的 任何 公 倍 数 ， 

由 (1)，*144a 及 *153 可 得 d > lsd|ld， 故 ae(e > l& 
eld). 根据 最 小 数 原 则 (*149) 有 38 [8 > lgkbldave (ce 一 8 
mm(e> lseld))]. 为 3 消 之 故 ,假设 
(2) b> ls8ldavye(e 一 8 站 (e> lseld))， 

设 1<e 二 bgclb. 由 ec 一 5 及 (2) 得 一 (e > 1l&geld); 但 由 
1<e, el8, bld (由 (2)) 及 *154 有 e > lsceld， 由 一 引 及 Y 引 
得 ve 下 (1 < e 一 pke10); 因此 由 *86, 一 3ce(1 < ec 一 pkclp)， 
由 (2) 再 用 6 > 1, 故 得 Pr(86). 

由 (2), 65 > 1&bld， 故 由 *155, 一 bld， 政 由 (1), b>a.. 

由 & 引 及 习 引 得 38(Pr(B)&b > a)， 因 为 这 公式 不 含 自由 6 
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或 自由 d, 所 以 可 根据 消 而 把 假定 公式 (2) 及 (1) 解 除 ， 这 样 ,在 
古典 系统 内 欧 几 里 得 定理 的 证 明 便 完成 了 

要 在 直觉 主义 系统 内 而 证 明 它 , 可 应 用 *149a 以 代 *149 ， 但 
还 须 证 明 (e > lgelg)V 一 (e > l&keld). 为 此 我 们 先 证 
*158. | 一 <w 一 CVD 一 5 *159. FF—a<bV7a<b., 
*160. alb ~ 3cCe < bgac = b). 

( 当 直 觉 主义 地 处 理 欧 几 里 得 定理 时 用 到 的 .) 
(*158 及 *159 可 用 *139 一 *141 证 月; *160 的 证 明 与 *156 的 相 
似 .) 然 后 我 们 便 依次 地 证 明 e > 1V ie > 1 (由 *159),eld V7 
eld (由 *160, *138a, *150, *158) 及 (ee 二 lgeld)V™7(e> 1& 
eld') (再 由 $29 附注 1(b) 及 $25 定理 3)， 这 样 不 论 直觉 主义 地 
或 古典 地 均 有 
*161。 一 绑 (Pr(b5)&b > a)，【〔 欧 几 里 得 定理 .) 

要 认 出 一 个 非 形式 理论 内 的 各 证 明 可 以 在 一 个 给 定 的 形式 系 
统 内 加 以 形式 化 ， 必 须 继续 把 非 形式 理论 内 时 时 出 现 的 各 种 论证 
加 以 分 析 与 使 之 定形 ， 使 得 尽管 当 理 论 进一步 讨论 时 非 形 式 推理 
日 益 简约 ,而 形式 推理 仍然 能 够 与 之 相 协调 。 我 们 企图 继续 地 认 
出 这 种 类 型 的 非 形式 论证 是 可 以 形式 化 的 ， 并 把 所 得 的 结果 写成 
该 形式 体系 的 导出 规则 .这 非常 类 似 于 把 非 形式 理论 本 身 由 明显 
叙述 的 公设 来 发 展 这 种 半 形 式 化 过 程 ; 不 过 这 里 我 们 却 前 进 得 更 
远 一 些 ， 不 但 把 〈 通 常 意义 的 ) 数学 原则 而 且 把 逻辑 也 列 为 公设 
了 , 

在 非 形式 推理 中 ,我们 所 使 用 的 数学 归纳 不 但 是 简单 (或 通 
常 ) 的 形式 ,而 且 还 有 修整 过 的 形式 即 串 值 归纳 ? (参看 87 包括 例 
2, $21 定理 1 的 证 明 , 等 等 )、 但 有 趣 的 是 , 我 们 可 以 认 出 在 本 形 
式 系统 内 ,这 个 修整 过 的 归纳 形式 亦 可 以 由 简单 的 形式 推出 ,后 者 
则 是 列 为 本 系统 的 公设 。 我 们 把 它 列 为 一 个 定理 模式 ; 至 于 根据 
该 模式 而 再 表述 为 一 个 规则 这 种 方法 已 可 以 由 简单 归纳 这 个 例子 
而 充分 请 明 了 (参看 $19 公理 模式 13 及 $38 的 归纳 规则 )， 

在 第 一 个 模式 *162a 中 ， 表 达 式 A(0) 及 Wx[Yy(y 二 x 
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A(y)) 汪 ACx')] 便 分 别 把 黄 基 及 归纳 推 步 形 式 化 了 ; 在 具 更 简易 
形式 的 *162b 中 ， 这 两 步 却 合并 成 一 个 表达 式 Vx[Vy(y < x A 
(y))EA(z)] 了 . 
*#162a. | 一 A(0)&Vx[Vy(7 xOA(y))DA(Cx)]IA(x). 
*162b. | 一 YxfYy(y < xDA(7))A(z)] 二 ACx)。 
( 串 值 轨 纳 法 .) 

证 明 *162a. 假设 AC0)gvVx[Vyly 所 x 二 A(y)) 汪 ACx')], 可 
对 x 作 简单 归纳 而 推广 出 Vy(y 和 x 二 A(y)), 再 由 Y 消 得 ACx). 

有 时 归纳 中 有 两 个 竟 基 , 即 作为 黄 基 须 证 4(0) 及 4(1), 而 
作为 归纳 推 步 须 由 两 个 前 面 的 情况 4(x) 及 4(x ) 而 推出 4Cx”)， 
这 可 以 形式 地 当 作 一 个 串 值 归纳 , 在 归纳 推 步 中 须 分 情况 x 一 1 
或 ”>>1 而 讨论 ; 或 者 把 ACx)&gA(x") 作为 归纳 公式 因而 变 成 
简单 归纳 。 这 种 把 合 取 式 作为 归纳 命题 的 技巧 可 同样 适用 于 有 & 重 
黄 基 的 归纳 ， 有 & 轩 定 之 2， 又 可 适用 于 多 个 命题 的 同时 轨 纳 证 
明 . 

归纳 论证 有 时 可 写成 递 降 归 纳 或 无 穷 递 降 法 证 明 . 如 要 证 明 
对 每 个 x 言 4(x) 都 假 , 可 证 明 如 果 A4(x) 对 某 一 个 z 为 真 , 则 
有 一 更 小 的 数 使 它 亦 真 . 
*]163. —Vx[A(x)DO3y(y < x&kA(y))] 二 一 AGx). 

(无 穷 递 降 法 .) 
*]163a. —Vx[A(x) E>™7™73y(y < x&A(y))] 二 一 A(Cx)。 
(对 直觉 主义 系统 有 趣 的 补充 说 法 .) 

证 明 假设 了 *163 或 *163a 的 任 一 前 提 后 , 可 由 囊 值 归纳 而 
得 一 A(x). 

另 一 方法 如果 取 一 AGO) 作为 *162b 中 的 A(x), 则 可 用 下 
法 证 明 它 与 *163a 相等 价 . 
| 一 Vy(7 < xz 了 一 AC)) 二 一 A(x) ~ [Vy™1 G<eAODAe 
[*58b 两 次 ] ~ ~ AGODDDmY7 站 (7 < x&ACy)) [*33, *58b] ~ 
(x) 73y(y < x&A(7))[*86]， 然后 出 *163a 而 而 得 *163. 

*163a 及 *163 的 证 明 亦 可 由 *149 或 由 *149b 使 用 反 证 法 而 
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得 ; 反之 由 *163a (及 *60h, g) 用 反 证 法 可 证 得 *149b.， (在 每 个 
情况 下 ,相应 公式 都 可 在 直觉 主义 谓词 演算 内 互相 推演 出 .) 

这 些 例 子 提 示 了 ， 在 非 形式 初等 数论 内 通常 所 遇 到 的 论证 是 
可 以 在 我 们 的 形式 体系 内 加 以 形式 化 的 。 像 缺 乏 e! 这 类 函数 仍 
， 然 作为 一 个 疑问 未 能 解决 《 虽 则 在 证 明 殉 几 里 得 定理 时 我 们 避免 
了 它 )。 这 个 问题 ,有 关于 函数 的 问题 ,在 $41, $49, $59, $74, $82 
中 将 继续 受到 注意 .。 1 

在 $42 中 我 们 将 讨论 形式 系统 的 完备 性 问题 。 从 解释 的 观点 
来 说 ,这 问题 包含 有 : 初等 数论 中 一 切 可 能 的 推理 (不 仅仅 是 通常 
磁 到 的 推理 ) 是 否 都 可 在 系统 内 形式 化 ? 至 少 ， 用 以 证 明 能 够 在 
系统 中 表达 的 命题 的 那些 推理 是 否 如 此 ? 我 们 还 讨论 一 个 更 特殊 
的 严格 元 数学 的 完备 性 概念 . 


$41. 形式 计 算 


如 果 公 式 "A 是 可 证 的 则 说 公式 A 是 (形式 地 ) 可 了 驳 的 . 

如 果 闭 公式 A($ 32 末 ) 或 可 证 或 可 颈 ， 即 或 和 A 或 三 A， 
则 说 A 是 (形式 地 ) 可 判定 的 . 

在 一 形式 数论 系统 ( 坊 一 个 具有 同样 形式 规则 的 系统 ) 内 ,如 
果 每 个 闭 公式 A 是 形式 地 可 判定 的 ， 则 说 该 系统 是 (简单 ) 完 备 的 ; 
反之 ,如 果 它 有 一 个 形式 地 不 可 判定 的 闭 公 式 , 则 说 它 是 (简单 ) 不 
完备 的 


1) 形式 系统 5 叫做 形式 系统 5 的 加 强 或 扩张 ， 如 果 $ 内 每 一 个 可 证 公式 在 St 内 
均 可 证 。 系 统 $ 叫做 不 可 补足 的 ， 如果 它 不 具有 完备 的 且 无 矛盾 的 加 强 , 即 如 
果 系 统 5 的 任 一 个 无 矛盾 的 加 强 都 含有 一 个 不 可 判定 的 闭 公式 如 果 对 系统 5 
的 任 一 个 无 矛盾 的 加 强 都 可 以 能 行 地 (有 效 地 ) 作出 这 样 的 公式 ; 则 系统 5 叫做 
能 行 不 可 补足 的 ( 乌 斯 平 斯 基 B.A. ycaegckHi [1953])， 能 行 不 可 补足 的 概 
念 可 如 下 加 以 明确 ， 在 形式 系统 中 ， 可 证 公式 的 哥 德 尔 数 (参看 下 文 $ 42) 作 成 
一 个 递归 可 枚 集 ( 参 看 $ 60)， 一 系统 叫做 能 行 不 可 补足 的 ?如 果 存 在 一 个 部 分 
递归 函数 7 (参看 第 十 二 章 ) 具有 下 列 性 质 : 如 果 Si 中 可 证 公式 的 哥 德 尔 数 的 
某 个 递归 可 枚 举 集 的 哥 德 尔 数 为 >。 这 里 S%: 是 5 的 无 矛盾 的 加 强 ， 则 7Cx) 有 
定义 、 其 值 为 5 中 一 个 不 可 判定 公式 的 可 德尔 数 一 一 俄 译注 . “| 
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A 必 须 是 闭 的 这 个 限制 是 极为 重要 的 ,只 有 这 样 ,简单 完备 性 
这 个 元 数学 概念 才 具 有 它 应 有 的 意义 ， 否 则 , 由 于 对 A 及 A 中 
的 自由 变 元 所 作 的 全 称 性 解释 ， 后 一 公式 所 表示 的 便 不 是 前 一 公 
式 所 表示 的 命题 的 否定 ($ 32). 

例 1 公式 2la( 即 3e(0”. e 一 a) 表示 命题 :每 个 数 4 是 侦 
的 ;而 一 21a 表示 : 每 个 数 a 不 是 偶 的 , 即 每 个 数 a 是 奇 的 .两 个 
命题 都 不 是 真 的 ;同时 我 们 亦 希 望 该 两 公式 都 不 可 证 . 但 Va21a 
表示 : 每 个 数 4 是 侦 的 ; 而 Va2|a 表示 : ”并 非 每 个 数 4 是 偶 
的 .根据 古典 的 排 中 律 , 这 两 命题 中 必 有 一 是 真 的 。 事实 上 第 二 
命题 是 真 的 ;而 公式 一 Ya21a 是 可 证 的 . 

我 们 不 把 简单 完备 性 概念 应 用 到 命题 演算 及 谓词 演算 去 ， 因 
为 在 解释 中 ,命题 字母 及 谓词 字母 具有 自由 变 元 的 作用 ($28 ,$29， 
$36, $37)。 简单 完 备 性 便 是 具有 正面 准则 的 完备 性 概念 ($ 29) 的 
又 一 例 ， 

在 本 系统 的 解释 下 ,项 0, 0 , 0",， .表示 一 些 特 殊 的 自然 
数 ， 这 些 项 叫做 数字 〈numerals)， 我 们 把 它们 分 别 缩写 为 符号 
“0”， “1”，“22”，…。， 和 直觉 上 的 自然 数 所 用 的 符号 同样 (如 在 
$ 17, $ 37 中 )。 更 进一步 说 , 凡 当 我 们 引入 一 个 斜体 字母 例如 “x” 
来 指定 直觉 上 的 自然 数 时 , 我 们 用 相应 的 粗 正体 字母 “zx” 来 指定 
相应 的 数字 0”, 即 0…”( 共 zx 个 撒 ，x* 之 0)( 如 在 $37 中 ). 因 
此 ,我 们 又 用 “x 一 1” 指定 具有 > 一 1 个 扳 (x > 0) 的 数字 ,这 
不 会 含混 的 ， 因为 我 们 没有 形式 符号 “一 ”， 但 是 “x 十 1” 却 指 
定 0 十 0/ 

设 Px, x,) 为 一 个 直觉 的 数论 调 词 如 果 有 一 公式 了 
CCzx ,除却 不 同 的 变 元 王 ，… ,x， 外 没有 其 它 自由 变 元 ,并 
且 对 于 每 个 特殊 的 自然 数 = 元 序 组 各,""* Xa， 都 有: 

(i) 如果 - P(x,» .za) 为 真 ， 则 P(x,,.: * ,Xs)» - 
(Gi) 如 果 Plz,,… ,xs) 为 假 , 则 [eR ,xn)， 
那 未 我 们 就 说 PCx' …，zo) 可 在 形式 系统 数字 她 表示， 而 公式 
P(z， ”3 xs) 数字 地 表示 了 谓词 P(x,** “*°*, za) (而 形式 变 元 
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XI 。""。”，?Xom 分 别 对 应 于 直觉 中 变 元 YX13””” xn )。 

这 个 概念 在 元 数学 上 的 使 用 将 限于 下 列 情形 ; 当 对 于 .谓词 
PCxzi，-……， za) 有 一 判定 过 程 时 ($ 30)， 亦 即 当 对 每 个 2 元 序 组 
Xi ”>》Xn 都 Giii) 或 Plx, 9 xa) 为 真 或 Px, ”3 Xs) 为 
假 时 ?. 

由 《ii) 及 (i) (ii) 可 得 
(iv) | 一 PB(x，…， xs) 或 P(x, “0, Xa); 

这 样 ,对 每 组 x，***, Xn 而 言 ， P(x,, “5 Xx) 都 是 可 判定 的 ， 
或 说 P(x,, ”9 xn) 是 数字 地 可 判定 的 . 因此 ,公式 也 P(x， ”3 
xs) 便 数字 好 表示 了 谓词 非 PCxi， “3 ze)。 : 

数字 地 可 表示 性 这 个 概念 只 是 一 公式 P(x,,"…, xn) 可 表示 
一 谓词 PCx,,.…, x,) 的 若干 个 意义 之 一 。 和 另 一 个 意义 , 即 在 
符号 体系 的 解释 〈 且 对 x，……, x。 作 命名 式 解释 ,5 31) 之 下 
P(x, “9 xn) 表示 P(xi, “°**, xa), 相 比较 , 它 对 该 系统 的 推 洽 工 
具 的 要 求 要 多 一 些 , 因为 后 者 在 推演 上 根本 没有 要 求 。 但 它 也 不 
要 求 表示 该 谓词 各 种 一 般 性 质 的 各 公式 必 形 式 地 可 证 . 

例 2 在 形式 符号 的 意义 之 下 ， 公 式 ae(e' 十 a 一 如) 与 公 
式 3ela 十 ce 一 6) 都 表示 4 二 5 (而 以 a,b 对 应 于 a,5), 这 

1) 可 以 指出 ,如 果 公式 pCxs, “Xn) 数字 地 表示 谓词 PCxzi…，zs)? 而 ut 
ua 为 不 辐 的 个 体 变 元 ,分 别 对 于 PCx4，… xx) 中 的 xy…% xnw 是 自由 的 , 则 
PCui…?us) 亦 数字 地 表示 P(x,>…， xx)。 为 今后 使 用 起 见 , 还 必须 证 明 : 如 
果 PCei5…，xs) 是 可 数字 地 表示 的 谓词 ,而 x? >…, x% 为 随意 选取 的 2 个 不 
同 的 个 体 变 元 ， 则 PCx1，…s x，》 必 被 某 个 公式 PACx? 。…， x8) 所 数字 地 表 

示 ， 这 里 形式 变 元 x? ，-…，x8 分 别 相应 于 x1，…s xs 。 事 实 上 ， 设 P(xs > » 

xx) 被 公式 PCxi，…， xs) 所 数字 地 表示 ， 再 设 71，…s ym 为 这 公式 的 所 有 的 

不 同 约束 变 元 . 今 选取 不 周 的 变 元 z,，…5zm， 使 得 它们 无 一 与 x ,…s x 中 

任 一 相同 , 然后 把 每 个 变 元 y; 换 为 2 。 所 得 的 公式 Cx1，…, xa) 将 与 公式 

PCxi* …*xs) 相合 ,再 由 引 理 15 6($33)， 亦 与 公式 了 Gray xa) 等 价 ;因此 

多 xi …，xs) 亦 数 字 地 表示 了 Pei … za)。 因为 xx8 入 弄 对 

x1»** “9 xa) 中 的 xl，xa 是 自由 的 ,所 以 根据 所 作 的 附注 ,可 取 Bx? » 

x& 7 作为 所 求 的 P "x? ，…, x3) 一 一 俄 译注 ， 

2) 就 二 奥运 辑 的 观点 来 说 ,论断 《证 7 对 任何 谓词 PCxi …， xn) 都 是 成 立 的 ， 就 
构造 主义 (直觉 主义 ) 逻辑 的 观点 来 说 (著者 是 以 这 观点 作为 元 数学 的 基础 的 )、 


论断 〔 道 ) 对 x,，…, zw 的 每 一 个 选择 都 成 立 的 必要 与 充分 条 件 是 ， 谓词 
PCx*: …。 yw) 有 一 个 判定 过 程 一 一 俄 译注 . 
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点 我 们 只 从 $ 17 便 可 看 见 ,无 须知 道 任何 推演 推 则 . 

第 一 个 公式 3e(e 十 a 一 6) ( 它 便 是 我 们 取 作 永久 缩写 式 
“a 一 5” 的 那 一 个 ,$ 17 $ 39) 是 在 形式 数论 系统 内 数字 地 表示 
a 二 b 的 ,甚至 于 在 除去 了 归纳 模式 (或 公理 20, 21) 的 系统 内 亦 
然 , 这 点 可 如 下 证 明 . 

对 于 (i), 我 们 须 证 明 , 如 果 a,5 为 任何 两 个 自然 数 使 得 a 一 
5b, 则 上 3cle' 十 a 一 b)， 例 如 ; 设 a。==3, 而 b=5。 今 有 
0 十 0” = (0” 十 0") [公理 19] = (0 十 9) [公理 19 ,公理 
17] 二 (0” 十 0)”[ 公 理 19, 公理 17 两 次 ] 二 0” [公理 18, 公理 17 
三 次 ]. 因此 (暗中 使 用 *102)，| 一 多 十 0 一 0 。 由 3 引得 
挛 3e(e 十 07” 一 0”), 即 厂 3cle' 十 3 一 5)， 依 同样 的 步骤 ， 
对 任何 的 a, 5, 只 要 a 二 5, 便 有 | 一 3ele 十 & 一 b)， 要 一 般 地 
证 明 这 点 ， 我 们 可 首先 就 * 用 非 形式 归纳 并 用 公理 17 一 19 (及 
*102) 证 明 下 引 理 ， 对 任何 项 t,t 十 0% 一 t%. 

对 (i) 我 们 必须 证 明 , 如 果 a,b 为 任何 两 自然 数 ,而 并 非 < 
5b, 则 一 -3cle' 十 & 一 b). 如 果 不 是 a < 5, 则 a 之 5. 例如 ， 
设 a == 3,5 一 2。 完全 同上 ， 应 用 公理 17 一 19, 不 过 把 e 换 0” 
(《 即 在 引 理 中 +t 代 以 e 而 不 代 以 90"), 可 得 上 c 士 0 “一 ce “. 故 
c+0” =0" 瞩 eo 一 0" 帮 ee” 一 0[ 用 公理 14 两 次 ]， 但 由 公 
理 15 得 一下 ce” 一 0, 由 反 证 法 ("7 引 ) 得 瞩 闻 ce 十 0” 一 0”; 故 
由 Y 引 及 535*86 得 | 一 一 3e(e' 十 0” 一 0)， 即 | 一 站 3e(e 十 
3 一 2). 同样 , 对 任何 的 a, 0， 只 要 之 5 都 有 睹 3ele' 十 
aa 一 b). 

因此 在 没有 公理 模式 13 的 形式 系统 内 ，3e(c' 十 a=b) 
数字 地 表示 了 a < 2. 但 是 我 们 不 能 希望 在 这 种 系统 内 表示 去 的 
一 般 性 质 的 公式 如 *134a 一 *146b (把 ‘a 一 及 作为 3c(c 十 a= b) 
的 缩写 ) 是 可 证 的 ， 除却 一 些 个 别 情况 以 外 (例如 *135b)。 

另 一 公式 3c(a 二 ec 一 及 ) (在 包括 公理 模式 13 的 整个 体系 
内 ,根据 *119, 它 是 等 价 于 ae(c' 十 a = 6b) 的 ) 看 来 并 不 能 数字 
地 表示 “< 2 ,如 果 该 系统 内 没有 公理 模式 13 的 话 . 当然 ， 在 整个 
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系统 内 (甚至 于 即使 没有 公理 模式 13， 但 如 果 把 *118 或 *119 加 
人 作为 公理 时 ) 它 是 数字 地 表示 a =。 的 . 

本 节 中 加 以 编号 的 那些 结果 (从 *(164) 起 ), 主 要 地 是 对 整个 
数论 系统 而 说 的 《正如 本 章 各 部 分 一 样 )。， 但 实际 上 要 证 明 它 们 ， 
并 无 需 重新 再 使 用 形式 归纳 规则 (或 公理 模式 13), 只 须 使 用 由 该 
模式 13 所 证 出 的 若干 特例 公式 便 够 了 .更 明确 些 说 ,除却 特别 标 
出 并 列 于 本 节 之 末 的 若干 例外 情况 外 ， 本 节 的 其 余 结 果 只 用 谓词 
演算 ,特殊 的 数论 公理 14 一 21, 相等 关系 的 替换 性 (这 本 身 又 可 改 
为 8$38 的 *104 一 *107) 及 539 的 *137 (或 *136) 便 够 了 ,( 从 整 
个 系统 中 分 出 这 个 子 系统 是 由 罗 宾 孙 〈Raphael Robinson),[1950] 
摘要 *# ,所 作出 的 ,他 所以 分 出 的 缘故 将 在 $ 76 讨论 .) 

谓词 
*(164) a=b *(165) a <b 
是 分 别 地 被 公式 a 一 6 及 a<b 即 3cle’ 十 a 一 6b) 所 数字 
地 表示 的 . 

证 明 *(165) 见 例 2; 或 (在 整个 数论 系统 内) 用 *135a， 
#134a, *140, *141. 

如 果 是 一 变 元 ,A(x) 及 B(x) 为 公式 ,有 为 一 自然 数 , 7 为 
一 个 与 x 不 同 的 变 元 , 对 A(x) 中 的 x 是 自由 的 且 不 自由 出 现 于 
A(x) 中 ,而 + 为 一 项 不 含 x 且 对 A(x) 中 的 x 是 自由 的 : 

*166. A(0),A(1),.…, AC(k — 1)H—Vx(x < kEOA(x)). 

*166a. A(0),A(1),*.…-A(kE)— Vx(x < EOA(x)). 

*167. Vx(x <kEEOAC())HF-AOD,i— 0,1,...,4—1, 

*167a VxCx < kOACGx))H AOD), i= 0, 1,.…,h. 

*168, A()HF—Vzx[x > thD3y(y < CD] 

*169, Vx[x < tOA(x)],Vx[x > BTWAIA VEO 
当 多 一 0 时 则 *166 的 假定 公式 列 A(0), A(1), *, A(k — 1) 
将 是 空 的 ,而 *167 中 将 没有 A(i)， | 

证 明 *166. 如 果 我 们 能 够 证 明 A(0), A(1), ……, ACk 一 
1), x 过 kk 一 A(x)， 则 由 刁 引 及 YY 引得 可 得 *166， 由 *137i (或 
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通过 *13% 的 证 明 而 由 *137 或 *136) 得 F-x 一 0Vx 一 1V.V 
x 一 k 一 1Vx 一 kV3y(x 一 y4t)， 因 此 根据 V 消 ， 弱 一 消 及 于 
消 我 们 只 须 推 出 下 者 便 够 了 :或 者 推演 出 A(x), 或 者 AC0)， 
A(1),，…, A(k 一 1), x 二 kk 依次 与 每 一 个 x 一 0,x 一 1,……， 
x 一 上 一 1, x 一 kk,x 一 y+? 发 生 矛盾 .但 (这 里 我 们 使 用 $ 38 
起 首 处 所 说 的 非 形 式 表示 法 ) 由 每 一 个 x = 0,x=1,** ,x=k—1 . 
与 相应 的 A(0), A(1), ”> A(k 一 1) 作 替 换 可 得 A(x) ($ 38 
定理 24 系 2). 由 x 一 上 与 x 过 kk 作 和 替换 得 k 二 kk, 与 Ek<k 
相 矛 盾 , 而 后 者 (由 *(165)) 是 可 证 的 . 由 x 一 yt 与 x<k 作 
替换 得 y*1? 之 k, 即 3z(z 十 y%19 一 kK). 《为 习 消 之 故 ) 设 2 十 
yttn 一 k， 由 此 应 用 公理 19 十 1 次 ( 亦 应 用 公理 17 若干 次 ) 得 
(z 十 y)K%tD 一 kKk; 应 用 公理 14 和 次 得 〈z 十 y)' 一 0, 这 与 公理 
15 相 矛 盾 . (参看 5 39*140 的 证 明 中 附注 处 .) 

*167， 因 <X， 由 (*165), 所 以 | 一 1 一 上 . 

*169， 根 据 *139 而 作 穷 举 。 附注 : 我 们 所 以 用 *139 为 的 是 
要 把 t 代入 其 中 的 6 处。 当 + 为 一 数字 k 时 ,公式 a 过 kVa 一 
kVa > kk 可 仿 *166 那样 由 *137 或 *136 而 证 出 。 (对 前 面 《 个 
情形 用 *(165)。 对 第 不 十 2 个 情形 则 有 a 一 6D 一 (8) 一 
(8 二 0) [公理 18, 17] 王 上 十 帮 [公理 19，17].) 

,这样 一 来 , 在 缺乏 公理 模式 13 (甚至 公理 14, 15, 20, 21) 但 
加 入 公式 *137 或 *136 作为 新 公理 的 系统 内 ,下 列 公 式 : a < 0V 
a=0Va>0,a<1iVa~=1lVa>1,a<2Va=2Va> 
2,.… 的 每 一 个 都 是 可 证 的 ,尽管 如 此 , 我 们 却 没 有 理由 相信 *139 
本 身 , 即 公式 a < 6bVa 一 BbVa > 56， 在 该 系统 中 是 可 证 的 . 

如 果 读 者 愿意 , 本 节 的 其 余部 分 可 以 推迟 到 恰 在 $ 49 之 前 阅 
. 在 形式 符号 体系 的 解释 下 , 一 数论 函数 (zx，.….，x*) 都 由 
一 项 t(x,,*"*,xs) 来 表示 . 

例 3 在 解释 之 下 , 通 数 (a 十 1》 被 项 (a”): (ea 7，aa 十 
(2a + 1), 等 等 所 表示 . 
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能 够 这 样 地 直接 被 表示 的 数论 函数 只 是 多 项 式 . 但 是 我 们 可 
以 把 含有 其 它 数论 函数 的 许多 命题 加 以 意译 使 得 尽管 缺乏 一 些 项 
来 表示 这 些 函数 本 身 ， 但 这 些 命题 仍然 可 以 在 形式 符号 体系 内 表 
示 出 来 . 

试 设 p(x, “……xa) 为 给 定 的 数论 函数 ,又 设 P(x, “°° ,Xas 0) 
为 谓词 p(x,…, x,) 一 w， 吕 做 函数 p(x4，*……， xs) 的 代表 谓 
词 . 如 果 在 系统 中 谓词 PCx xnw) 被 公式 P(xi,*… ,xssw) 
所 表示 ,而 谓词 C(x) 被 C(x) 所 表示 , 则 CCe(xi xn)) 便 
被 3w(P(x ……，xo， w)&CCw)) 所 表示 ( 亦 被 Yw(P(x xn， 
w) 汪 CCw)) 所 表示 ). 

这 便 暗 示 了 ,如果 一 函数 的 代表 谓词 在 一 系统 内 是 可 表示 的 ， 
那 末 我 们 可 以 希望 有 关 该 函数 的 理论 可 以 在 该 系统 内 表示 并 发 
展 , 并 恰 和 能 够 找 出 表示 该 函数 的 项 那样 。 证 实 这 种 猜想 的 元 数 
学 探究 将 在 以 后 处 理 ($ 74). 

.现在 (以 及 在 $ 49 处 ) 我 们 要 问 ， 什 么 函数 其 代表 谓词 是 可 表 
示 的 , 亦 即 什么 函数 是 “可 代表 的 。 上 面 我 们 只 谈论 到 符号 体系 
的 解释 ,但 现在 我 们 要 对 函数 的 代表 性 引进 一 个 概念 ， 正如 对 谓词 
的 表达 式 我 们 需 引进 “数字 地 可 表示 性 那样 . 

一 谓词 P(x,,…,xs,w) 能 够 为 一 ( 单 值 ) 函 数 (rz ,x。) 
的 代表 谓词 其 充分 必要 条 件 是 ,对 每 个 4 元 序 组 %4,.……, x。 都 有 
唯一 的 w 使 得 P(x1, ”” "5 YXa9 w) 成 立 . 当 这 条 件 成 立时 ,被 代表 
的 函数 wp(x …，xs) 便 可 以 由 谓词 P(x,……, x。, w) 而 “ 擎 状 
地 ;定义 为 : 使 得 P(x,*… ,zs,w) 成 立 的 w， 

今 在 关于 字母 方面 的 通常 条 件 下 ($ 40 首 及 $ 33 末 ) 引 和 “31 
xA(x)” 作 为 3x[A(x)&Yy(A(y) 汪 x 一 y)] 的 缩写 ( 读 为 “有 唯一 的 
x 使 得 A(x)”)， 因此 ， 如果 谓词 PC%4,…, zx, w) 被 公式 
P(x1,*… ,xasw) 所 表示 , 则 P(x1,……, xs， w) 为 一 代表 谓词 的 条 件 
便 可 表 成 下 公式 Vx …… Yxs31wP (x，*…, xs, w)， 简 单 地 表 为 
31wP(x, + *- ,xa9Ww), 这 里 对 x，"** ,xs 作 全 称 性 解释 (§ 32). 

如 果 x,y 及 z 为 不 同 的 变 元 ， A(x) 为 一 公式 ,ty r 与 5 为 
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项 ,了 为 一 些 不 含 自由 x 的 公式 , y, z, ry st 对 A(x) 中 的 x 是 
自由 的 , z 与 x 不 出 现 于 t 中 ,7 与 z 不 自由 出 现 于 A(x) 中 , 则 
有 : 
*170。 如 果 ,A(t), A(x) 上 -+ = x, 而 自由 变 元 对 A(x) 是 保持 
固定 的 , 则 T, A(o[ 一 3!xA(Cx)。 
*171, —31x(t = x)， 
*172. A(r), A(s), 31xA(x)H—r = s. 
*1273. 工 天 s，A(r)，3IxA(Cx) 一 下 A(Cs)。 
(31 的 性 质 .) 
*#174a，A(t) &YVz(z< 一 :DA(z)) 六 31y7[A(C7) &Vvz(z < yD 
一 A(z77], 
*174b。 上 一 3y[A(y)&kVz(z yAC))] ~ 3I7[AC7)&Vz(z<7 
SAC2))], 
(满足 A(x) 的 最 小 x 的 唯一 性 .) 

证 明 *174a. 用 *170, *139。 参看 *169 的 证 明 中 的 附注 . 

我 们 说 一 直觉 的 数论 函数 p(x1,**… ,xs) 在 形式 系统 内 是 数 
字 地 可 代表 的 ,如 果 有 一 公式 P(xa，'…， xs, w), 其 中 除 不 同 变 元 
xi …， Xa， W 外 没有 其 它 自由 变 元 , 而 且 对 于 自然 数 的 每 一 ”元 
序 组 X19 “°° SXns 都 有 : 
(v) 如 果 9(xzi…， “，xa) 一 w, 则 FF—P(Xi,***, x», w)， 
(vi) | 一 3!1wP(Cxi， ,x w). 
在 这 情形 下 ,公式 P(x,,*… ,x。,w) 便 数 字 地 代表 了 函数 p(*,*………， 
xa)( 变 元 间 带 有 显然 的 对 应 ). 

对 这 概念 所 作 的 有 穷 性 的 ( 即 直觉 主义 的 ) 使 用 将 限于 下 列 情 
况 : 对 函数 p(x*:，-…，xs) 有 一 个 计算 过 程 ($ 30) 使 得 对 于 任何 
给 定 的 za …:x 都 可 以 找 出 (v) 中 的 w( 或 以 这 可 作为 不 明说 的 
假设 ). 

如 果 P(x, ”5 xzo) 被 P(x,*……， xa，W) 所 数字 地 代表 , 则 后 
者 亦 数字 地 表示 函数 9 的 代表 谓词 P(x,, …, x,, w)， 事 实 上 ， 
由 (vY) (vi) 可 以 推 得 ,对 于 每 个 都 有 : 


。218。 


(vii) 如 果 9p(Cxzob xn) 到 ww, 则 PR, ,Xa ,Ww), 
推出 的 方法 如 下 , 试 取 《v) 中 的 w 作为 *173 中 的 r, (vii) 中 的 w 
作为 *173 中 的 s。 再 用 *(164) 来 得 出 r 关 s 的 可 证 性 . 

反之 ,我 们 没有 理由 相信 ,如 果 对 每 个 都 有 《vii), 再 加 上 (v) 
全 必然 得 出 (vi). 

我 们 用 3! 记号 来 简 述 (vi)。 31xA(xz) 等 价 于 3xA(x)&VxYy 
(A(x)&A(y)x 一 y), 其 中 第 一 部 分 表示 存在 性 ， 第 二 部 分 表示 
唯一 性 . (vi) 的 表示 存在 性 部 分 已 可 由 (v) 推 得 ; 所 以 (vi) 所 增 
加 的 只 是 唯一 性 这 部 分 . | 

在 函数 的 数字 地 代表 性 中 (正如 在 谓词 的 数字 地 表示 性 中 ) 我 
们 只 限于 震中 在 特殊 变 目 处 的 值 而 并 不 券 虑 其 一 般 性 质 ， 从 这 方 
面 说 来 ,本 问题 和 非 形式 算术 中 的 计算 问题 相似 ， 

例如 ， 在 “数字 地 代表 性 ”的 定义 中 ， 我 们 并 不 要 求 ， 当 把 
xx 作为 形式 变 元 时 公式 3lwP(x1，,*…*, xa，w》 是 可 证 的 
这 要 求 比 我 们 所 要 求 的 强 得 多 了 ， 我 们 只 要 求 对 于 每 个 x1，………， 
Xs 如果 把 mm …，xy 作为 直觉 的 变 元 时 ,(vi) 都 是 成 立 的 ,而 由 
该 要 求 作 代 人 ($ 32 *66, 把 Zz,"*……,x。 作 为 ut) 便 可 以 得 
到 我 们 的 要 求 . 该 加 强 的 条 件 (除去 (v)) 将 是 $ 74 所 发 展 的 理 
论 所 必需 的 先决 条 件 。 对 我 们 现在 所 讨论 的 六 个 函数 言 , 我 们 亦 
可 以 立刻 得 到 该 加 强 的 条 件 的 . 

函数 
*(175) a’, *(176) a + 2， *(177) ab 
可 分 别 由 公式 a 一 6, a 十 6 一 c，ab 一 c 而 数字 地 代表 . 

证 明 *(176).。 根据 *171 及 代表 公式 a 十 6 一 c 的 样子 
立刻 可 得 (vi) (甚至 有 上 一 3tc(e 十 6 一 c))， 对 (v) 我 们 必须 证 
明 , 就 任意 两 个 自然 数 a,5 言 ,如 果 c 一 a 十 5b, 则 a 十 b= 
ce， 例如 , 设 a 一 2,5 一 3( 因 而 c 一 5), 我 们 便 有 a 十 b=e 
( 即 片 0" 十 0 = 0””) 正如 例 2 中 对 Gi) 那样 . 

#177) 仿 上 . 对 (v) 的 证 明 可 写成 就 b 而 作 直觉 的 归纳 . 
归纳 推 步 , 设 c= ab,d 一 a6( 二 ob 十 a=c 十 a). 则 上 ab'= 
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ab 十 a [公理 21 一 e 十 a [归纳 假设 , *104] 一 gd[ 由 #(176) 的 
(v)]。 . 

一 些 一 般 原 则 将 可 指导 我 们 对 以 后 各 例 的 处 理 . 没有 逻辑 符 
号 的 公式 叫做 素 公 式 ,在 这 里 便 是 指 ;一 t， 而 st 为 项 ， 

(A) 每 个 闭 素 公式 都 是 形式 地 可 判定 的 (并且 s 一 是 可 证 
的 或 可 驭 的 祝 在 0, ,十 ，: 的 通常 解释 下 ， 项 s 与 t 表示 同一 的 
或 不 同 的 数 而 定 )， 每 个 素 公 式 都 是 数字 地 可 判定 的 . 

证 明 用 *(176),*(177), § 38 定理 24 及 *(164)， 

例 4 设 s=t 为 0”. 0”+0' 一 (0”. 0”)”, 或 缩写 为 
3， 4 十 1 一 (3* 2》 .因为 于 3:4+1=(3.2)~122+l1~= (3- 
2)“[ 因 由 %177),| 一 3 .4 一 12]~13 一 (3 2) [因由 %176)， 
| 一 12 十 1 一 13]~13 一 8[ 因 由 *(177), | 一 3 .2 一 6; 并 注意 
6 , 即 (0 ”)”, 为 8]. 但 由 *(164), 一 713 一 8。 故 13 4 
十 1 一 (3，2)”"， 这 里 当 我 们 根据 链 方法 而 推出 上 一 3. 4 十 1= 
(3 . 2)” ~ 13=8 时 我 们 已 暗中 用 了 定理 24(b) 或 其 系 1 ,及 $26 
*#21; 又 在 把 这 结论 和 HF- 一 13 一 8 合并 而 推 一 3 .4 十 1 一 (3 : 2》 
时 , 我 们 用 了 *30, *18b, 或 *20 及 定理 6 系 . 

(B) 设 P(x1s°** ,xa) 为 一 公式 只 以 不 同 变 元 X19 * "> Xn 为 
自由 变 元 ,又 假设 P(x,，*…, x。) 是 数字 地 可 判定 的 (并 且 它 数字 
地 表示 PCx4,… ,xs))， 则 有 : 如 果 4,*……, ts 为 不 含 变 元 的 项 - 
《因此 表示 数 4 …, 坟 )， 则 P(t,，…, ts) 是 可 判定 的 (而 P 
(4，*……,ts) 是 可 证 的 或 可 了 驶 的 视 P(4,*…, i) 是 真 的 或 假 的 而 
| 定 )， 如 果 by ……，b 为 项 ， 对 PCxi， “+, Xn) 中 的 x ，**……; xn 
是 自由 的 , 则 P(t，,…, t,) 是 数字 地 可 判定 的 9 

证 明 同 (A)，(A) 实 即 (B) 的 特殊 情况 , 即 当 P(z……，xn) 
为 X1 = X2 时 的 特殊 情况 . 

《C) 一 公式 如 由 闭 的 可 判定 公式 只 应 用 命题 演算 的 运算 子 
汪 ,&, VY ,组 成 , 则 它 是 可 判定 的 ( 它 为 可 证 的 或 可 驶 的 可 用 $ 28 

1) 即 若 把 公式 PCt,>…, ta) 中 的 自由 变 元 代 以 数字 ,每 一 次 或 者 所 得 的 公式 或 者 

它 的 否定 必 是 可 证 的 一 俄 译注 。 
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的 古典 二 值 位 表 而 定 ,只 须 把 1 与 {分 别 作 为 “可 证 ”及 “可 了 驱 ”.) 

由 $29 引 理 13 及 $25 定理 3 得 证 . 

(D) 因此 : 每 一 个 没有 变 元 的 公式 是 可 判定 的 。 每 一 个 没 
有 量词 的 公式 是 数字 地 可 判定 的 . 

(E) 设 A(xi,，……', xs，y) 为 一 个 数字 地 可 判定 的 公式 ,只 以 
不 同 的 变 元 xz，…， 9 Xn9y 为 自由 变 元 ;又 设 z 为 一 变 元 ,与 x,*……， 
Xa 7 均 不 同 ， 则 Vy(y < zDOA(x, “**> Xr» y)) 及 3y(y <z&A 
(wx, xs ,7)) 是 数字 地 可 判定 的 (而 Vy(y 过 2 二 A(xi, ,x,， 
y)) 是 可 证 的 或 可 鸡 的 视 公式 A(Xi,……, Xr, 0)，A(Xi,*… ,XX,， 
1)，***，A(X1，''*, Xr, Z 一 1) 全 是 可 证 的 或 有 些 是 可 驱 的 而 
定 ; 3 弛 (y < zk&A(x，:…，xo，y)) 是 可 证 的 或 可 驶 的 视 它们 有 
些 是 可 证 的 或 全 是 可 驶 的 而 定 )。 若 以 亏 代 三 亦 同 此 . 

证 明 ( 对 一 ) 用 *166, *167,*(165)( 又 $27 *58b ,$35*86), 

今 考虑 两 整数 的 除法 , a 除 以 6， 例 如, 13 一 5 .2+3 而 3 过 
5. 若 用 文字 叙述 便 是 , 当 13 除 以 5 时 , 商 为 2 而 剩余 为 3. 这 党 ， 
对 于 除法 因而 对 于 商 函 数 [a/8] 及 剩余 函数 rn(a, 5) 都 挫 必 /对 
5 闫 0 而 作 定 义 的 . 为 了 避免 讨论 部 分 地 有 定义 的 函数 的 困难 ， 
我 们 把 定义 推广 到 bz 一 0 的 情形 ,而 令 [a/0]=0 及 rm(a,0)= 
a， 这 样 ,规律 a。== 5[a/58] 十 rm(e, 5) 仍然 成 立 ， 于 是 5b|a("b 
除 尽 a”) 当 且 仅 当 rmm(a:2) 一 0 

函数 
*(178) [a/2] ~ *(179) rm(a, 6) 

可 分 别 由 两 公式 Q(a, 6, g) 及 R(a, Bb,r) 而 数字 地 代表 ， 并 
且 对 于 任何 数字 q 及 r 都 有 : 

*178a. Qa,b,q)H—31gQ(a,b,9). 

*]179a. RCa,6,7)H—3!rR(a,b,r). 

证 明 . *(179) 及 *179a?. 设 SCa, 5, r) 为 公式 

3qg(g < ag&a = bg + rg&r < bV(b = 0gr ~ a). 


1) 要 讨论 *(178) 及 *178a, 可 把 QCa,6,q) 取 为 下 公式 (参见 下 文 *178b): 
3rCa 二 bg 十 rer<b)VYCL 一 089 = 0) 一 -根据 俄 译注 。 
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-再 令 R(a， 0， r) 为 
S(a, b, r)sve(le < ro™S(a, b, e)). 

这 时 *179a 可 直接 由 *174a 《把 ?作为 由 而 推 得 . 

要 对 *(179) 而 证 《v), 可 考虑 任何 两 数 与 25, 并 令 + 一 rm 
(a,2) 及 gqg 一 [o/5]， 情形 1: 3 关 0. 因 4&9g 十 +; 故 由 (A)， 
| 一 a 一 bq 十 r. 又 +<<5; 故 由 *(165), 上 ~? 过 b. 由 & 引 (或 
(C)), 一 a 一 bq 十 rgr 二 b. 但 4 万 4; 故 由 (FE) 得 盖 3g(g 志 
aka 一 by 二 rs 一 b), 由 V 引 得 | 二 39(9 委 aka = bg+re 
r<b)VCb = 0xr 一 a), 即 | 斑 S(a,b,r). 令 设 。 为 任何 小 于 
> 的 数 , 则 。 二 5 ( 改 由 *(165), 上 | 一 e 二 b)， 对 任何 数 世 都 有 a 
到 bp 十 ce( 因 4g, + 是 仅 有 的 一 对 数 而 能 使 + < 及 一 29 十 7 的 7)5; 
故 由 (A) 得 上 a 一 bp 十 e。 故 由 (C), 全 (a 一 bp 十 ek 
e 二 b). 在 特例 中 , 这 对 p 一 0, 1,.… ,a 都 成 立 ; 故 由 (E) 得 
39g 二 aga 一 bg 十 exe 二 b)， 但 5 关 0; 故 由 *(164) 
得 Hb 一 0. 由 *(164)， 或 |--e 一 a 或 me 一 a 合并 
这 些 结 果 , 由 (C) 得 广 辣 (39(9 和 aka 一 bg + eke <<b)V(b= 
0&e 一 a)), 即 | 一 一 S(a, b, e). 这 对 于 任何 。 二 + 是 真 的 , 即 对 
e 一 0,1,.…,y 一 1 是 真 的 ; 故 由 (E) 得 一 Ve(e 一 rr 一 SCa， 
b, e))， 由 这 及 | 一 SCa,b,r) 及 kg 引得 | 一 S(a, bb,r)&kVe(e< 
T 忆 站 SC(a, b, e)), 即 | 一 R(a, br)， 这 便 是 所 要 证 明 的 ， 情形 
2: 5 一 0. 仿 此 . 〈 综 括 起 来 : 根据 RCa， 5,r) 的 样式 ,由 (A)， 
*(165), (C) 及 (E) 得 : RC(a, 5, r) 是 数字 地 可 判定 的 ， 再 由 与 
解释 相 平行 的 形式 步骤 ,我 们 可 核验 出 , 当 > 一 rm (a,5) 时 ,公式 
R(a, b,r) 是 可 证 明 的 而 不 是 可 了 驶 的 .) 

对 *(179) 的 (vi) 可 如 下 而 得 : 在 *179a 中 把 任意 数字 a, b 
代入 ay, 8 处 再 应 用 (v). 

函数 

*(180) rm(c,(i’* dad)’) 

可 由 一 公式 B(c, d, i, w) 而 数字 地 代表 ， 并 且 对 任何 数字 w 都 
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*180a. BCc,d,i,w)H—31wB(e,d,i,w). 

证 明 令 “c”,“d"”, “i”,“v”,“w” 分 别 表示 e, d,i, gq, 7; 并 
令 Ble, d, i,w) 为 RCec, (id) ， w)。 再 用 *179a, 代 人 (〈*66)， 
#(179) 及 (〈B) 便 得 . 

上 面 的 处 理 并 没有 给 出 加 强 的 性 质 , 即 对 数字 地 代表 [a/81]， 
rm(a,5) 及 rm(c, (人 4d)) 的 公式 言 , 并 没有 FF 一 31wP(x……， 
xs9 Ww)}。 但 若 应 用 *146a 及 *146b( 以 及 *123, *140,*141,*]42a 
和 *143a) 这 点 亦 是 可 以 证 得 的 , 并 且 可 以 给 出 与 前 相等 价 的 但 更 
简单 的 代表 公式 . : | 
*]178b. HF—Q(a,b,g) ~ 3r(a~ bg + rgr <b)Vb=g= 0. 
*179b. —R(a,b,r) ~ 3g(a ~ bg + rgr<b)V b=08r =a). 
*]180b. HE—B(c,d,i,w) ~ 3vCc = (1.d) vy+wew < (i .d)). 
*]178c. [|—3!1gQ(a,b,9). *]179¢c, HE—3!1rR(a,b,r). 
*180c, 3!1wB(e,d,i,w). 

引 理 18a 本 节 的 结果 *(164) 一 *180c 及 (A) 一 (E), 除却 *169 
及 *174a (这 两 者 当 + 非 数 字 时 )，*174b，*178b, c，*179b, c， 
*180b, c 以 外 ， 对 下 述 的 形式 体系 仍然 成 立 除去 公理 模式 13， 
但 加 入 *104 一 *107 以 及 *137 或 *136 的 公式 作为 补充 的 特殊 数 
论 公理 . (“ 罗 宾 孙 系统 ”). | 


§ 42. 哥 德 尔 定理 


根据 普 列 斯 堡 格 〈Presburger) 1930 的 结果 , 就 删 掉 关 于 . 的 
形成 规则 及 公理 的 那个 形式 系统 * 言 , 其 无 矛盾 性 、 完备 性 的 元 数 
学 证 明 , 乃至 一 个 判定 过 程 是 可 以 给 出 的 . (参见 $79 例 29， 普 
氏 只 处 理 关于 整数 算术 的 一 个 古典 系统 ， 但 希 尔 伯 特 一 伯 尔 奈 斯 
[1934], 359 页 以 后 ,修改 他 的 方法 使 适用 于 基本 上 同 于 这 里 的 古 

1) 这 个 形式 系统 可 理解 为 本 书 第 四 章 里 的 那个 形式 系统 ， 但 其 中 关于 的 形成 规 


则 及 公理 均 必 须 删 去 一 一 译 者 注 ， 
2) 亦 参 见 俄 译 本 书 末 附录 IV. 
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典 系 统 ， 而 洛斯 《Joan Ross) 核验 了 该 修改 同样 可 适用 于 直觉 主 
义 系 统 .) 

对 整个 系统 (或 者 基本 上 等 价 于 它 的 系统 ) 言 ; 这 些 问题 却 是 
极端 不 易 处 理 的 . 阿 克 曼 [1924 一 5] 及 汉 纽 曼 L1927] 所 作 的 无 矛盾 
性 证 明 所 得 的 结果 是 : 当 使 用 归纳 公设 (公理 模式 13) 时 ,必须 归 
纳 变 元 x 不 自由 出 现 于 归纳 公式 A(x) 的 某 一 量词 的 辖 域 内 ， 这 
样 该 系统 才能 证 明 是 无 矛盾 的 . ( 参 若 $ 79 定理 55。 这 个 限制 排 
斥 了 我 们 对 *165，*#136 及 *148 的 证 明 .) 

这 种 难于 处 理 的 情况 在 [1931] 由 哥 德 尔 的 “数学 原理 及 有 关 
系统 中 的 形式 不 可 判定 命题 ”一 文 的 两 条 著名 定理 的 出 现 而 得 到 
阐明 .我 们 把 第 一 条 定理 叫做 “ 哥 德 尔 定理 ”而 以 第 二 条 定理 作为 
它 的 系 , 但 它 实 则 只 是 该 作者 的 一 系列 的 重要 贡献 之 一 。 这 两 条 
定理 已 经 在 这 部 门 中 受到 最 广泛 的 注意 并 且 影 响 到 元 数学 的 整个 
规划 及 哲学 ， 

在 本 书 中 上 面 所 叙述 的 元 数学 结果 或 多 或 少 地 都 是 沿 着 该 系 
统 的 解释 所 暗示 的 道路 而 达到 的 .如 德尔 的 结果 是 借助 于 一 种 元 
数学 的 推理 ， 这 种 推理 更 深刻 地 贯穿 于 作为 一 个 客体 体系 的 形式 
系统 的 结构 中 。 

正如 $ 16 所 说 的 , 我 们 所 研究 的 形式 体系 中 的 客体 是 各 种 形 
式 符 号 ,形式 表达 式 ( 即 形式 符号 的 有 穷 序 列 ), 以 及 形式 表达 式 的 
有 穷 序 列 。 一 开始 便 给 出 可 数 无 穷 多 个 形式 符号 . 因此 依照 $1 
的 方法 , 形式 客体 组 成 一 个 可 数 集 。 如 果 对 它们 明 指 一 个 特殊 的 
枚 举 法 ， 并 把 我 们 的 元 数学 叙述 改 就 其 标 码 来 叙述 而 不 就 所 枚 举 
的 客体 本 身 来 叙述 , 则 元 数学 便 变 成 数论 的 一 个 分 支 。 因此 便 出 
现 一 个 可 能 , 即 形 式 体 系 中 应 该 包含 一 些 公 式 , 当 就 该 枚 举 法 的 眼 
光 看 来 ,它们 表示 它 的 元 数学 中 一 些 命题 . 

进一步 研究 时 还 可 看 出 ， 可 以 利用 这 个 可 能 性 结合 康 托 的 对 
角 线 方法 ($2) 而 作出 一 个 闭 公式 A， 如 果 由 一 个 认识 该 枚 举 法 
的 人 加 以 解释 , 它 断 定 它 自己 的 不 可 证 性 . 

公式 A 与 埃 皮 曼 尼 得 庄 论 ($ 11) 的 命题 十 分 相似 。 但 这 里 
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我 们 却 有 办 法 避免 启 论 . 根据 A 的 构 作 ， 
(1) A 意 指 A 是 不 可 证 的 . 

试 假设 ,如 我 们 所 希望 的 ,在 本 系统 内 一 个 表示 假 命 题 的 公式 是 不 
可 证 的 , 即 

(2) 假 公 式 是 不 可 证 的 . 

这 里 公式 A 不 能 是 假 的 ， 否 则 由 (1) 它 不 是 不 可 证 的 ,与 (2) 矛 
盾 . 但 A 可 以 是 真 的 ,只 要 它 是 不 可 证 的 . 的 确 ,必须 是 这 样 . 因 
为 如 果 假 设 A 是 可 证 的 , 由 (1), 则 A 是 假 的 , 再 由 (2) 则 得 A 是 
不 可 证 的 了 .由 (直觉 上 的 ) 反 证 法 便 得 出 A 是 不 可 证 的 ,从 而 由 
(1) A 是 真 的 .因此 这 系统 是 不 完备 的 , 亦 即 它 不 能 够 把 每 个 在 解 
释 ; 下 为 其 的 那些 公式 都 证 出 来 (如果 有 (2), 或 至 少 当 公式 A 为 
假 时 , A 是 不 可 证 的 ). 

这 公式 的 否定 一 A 亦 是 不 可 证 的 . 因为 A 是 真 的 , 故 了 A 是 
假 的 ,由 (2), 一 A 是 不 可 证 的 ， 所 以 在 上 节 所 元 数学 地 定义 的 简 
单 定义 下 , 这 系统 亦 是 不 完备 的 (如 果 有 (2), 或 至 少 当 公式 A 与 
一 A 为 假 时 它们 是 不 可 证 的 ). 

上 面 当 然 只 是 哥 德 尔 推理 的 一 个 初步 的 权宜 的 (henristic) 解 
说 由 于 这 个 直觉 论证 的 本 质 是 这 样 地 接近 入 论 但 却 未 磁 到 诗 
论 ， 所 以 哥 德 尔 定理 的 严格 的 有 穷 性 的 元 数学 证 明 必 须 给 以 很 高 
的 估价 。 当 我 们 充分 详细 地 检查 这 个 元 数学 证 明 时 , 可 以 看 出 它 
具有 通常 数学 的 特性 。 的 确 , 如 果 把 我 们 的 元 数学 限于 只 讨论 枚 
举 时 的 标 码 ,从 而 成 为 数论 的 一 个 部 分 ( 非 形式 的 而 不 是 形式 的 理 
论 ), 并 忽略 客体 系统 (现在 是 数 的 系统 ) 的 解释 , 那 末 其 定理 便 变 
成 通常 初等 数论 的 命题 了 ， 这 时 它 的 证 明 尽 管 非常 长 而 费劲 , 但 
却 不 能 加 以 任何 反对 ,否则 将 同样 地 影响 到 传统 数学 的 一 部 分 ,而 
后 者 却 已 经 被 视 为 最 可 靠 的 . 

若 借 用 下 两 章 的 结果 作为 引 理 ， 我 们 现在 便 可 以 输出 严格 的 
元 数学 的 证 明 。 我们 对 引 理 及 定理 的 编号 是 依照 逻辑 的 次 序 的 !。 

1D 依 逻 辑 次 序 须 先 证 $ 49 的 定理 27 及 $ 52 的 引 理 19。20， 才能 证 下 文 的 引 理 定 

理 ? 故 下 文 的 引 理 定理 的 编号 为 引 理 21 与 定理 2 一 一 译 者 注 。 | 
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在 作出 枚 举 形式 客体 这 个 观念 时 ,实际 的 考虑 指示 我 们 ,形式 
客体 的 标 码 与 客体 相应 的 规则 须 尽 可 能 的 简单 。 我 们 可 以 把 上 述 
的 权宜 的 论证 作 一 个 ( 非 本 质 的 ) 修整 ,不 用 通常 意义 的 枚 举 而 用 
自然 数 来 作 具 有 空隙 的 枚 举 ， 即 不 同 的 自然 数 对 应 于 不 同 的 形式 
客体 , 但 并 不 是 所 有 的 自然 数 都 用 来 对 应 。 我 们 把 这 种 对 应 叫做 
哥 德 尔 编 号 ,而 一 形式 客体 所 对 应 的 数 叫做 它 的 哥 德 尔 数 ，( 有 时 
对 形式 符号 ， 形 式 表达 式 与 形式 表达 式 的 有 穷 序列 采用 各 别 的 哥 
德尔 编号 。 这 祥 ， 当 我 们 说 到 一 符号 的 哥 德 尔 数 或 一 表达 式 的 
哥 德 尔 数 或 一 表达 式 的 有 穷 序列 的 哥 德 尔 数 时 便 指 其 不 同 的 对 
应 .) 

对 任意 一 个 明 指 的 哥 德 尔 编号 言 ， 如 果 ” 是 一 公式 的 哥 德 尔 
数 ,我 们 便 以 “A,” 指 定 该 公式 , (如果 ”无 此 性 质 , 我 们 无 需 定义 
A。. ) 我 们 亦 可 以 把 这 公式 A, 写 为 “A,(a)”, 指 出 其 中 的 自由 变 元 
a, 以 便 使 用 我 们 的 代入 记 法 ($ 18). 

引 理 21 可 以 对 形式 客体 作 一 哥 德 尔 编号 , 使 得 如 下 地 定义 
的 谓词 4(e, 5) 及 B(o, c) 在 形式 体系 内 是 数字 地 可 表示 的 
(§ 41). | 
A4(a,5): a 是 一 公式 ( 即 Ace)) 的 哥 德 尔 数 ， 而 上 是 公式 A。 

(a) 的 证 明 的 哥 德 尔 数 . 
B(o, c): “是 一 公式 ( 即 Asa)) 的 可 德尔 数 ,而 c 是 公式 "A。 
(a) 的 证 明 的 哥 德 尔 数 ， 

今 设 对 引 理 中 所 给 出 的 哥 德 尔 编号 言 ， 谓 词 4(a,5) 及 8 
(a, c) 分 别 由 两 公式 A(a, 8) 及 B(a, ce) 所 数字 地 表示 ?。 当 
我 们 对 引 理 作 了 证 明 以 后 ， 公 式 A(a, b) 及 Bla, ec) 实际 上 是 
可 以 作出 的 ( 见 $52). 

今 考虑 公式 V8 一 A(a, 6)， 它 只 含 自由 a 不 再 含 别 的 自由 
变 元 . 这 公式 有 一 哥 德 尔 数 , 记 为 p, 因此 这 公式 和 我 们 所 指定 的 
公式 “Ay(a)” 是 一 样 的 ， 今 考虑 公式 Ap(p), 即 

1) 由 319 页 脚注 ， 我 们 可 把 数字 地 表示 4(e, 2) 及 Bee) 的 那些 公式 中 的 自 

由 变 元 取 为 ay8 及 ay ec 一 一 俄 译注 。 
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Ap(p): VB 一 A(p,，D)， 
这 公式 不 含 自由 变 元 。 注意 我 们 已 经 用 了 康 托 的 对 角 线 法 , 并 在 
Ap(qa) 中 把 a 代 以 数字 而 得 到 这 个 公式 ， 

为 与 上 述 的 初步 的 权宜 性 论证 相连 系 起 见 ， 我 们 可 依 哥 德尔 
编号 的 观点 而 把 公式 As(p) 解释 为 以 下 命题 : A;(p) 是 不 可 证 
的 , 即 它 便 是 所 求 的 断定 自己 不 可 证 性 的 公式 A. 

在 上 述 权 宜 性 论证 中 所 作 的 假设 , 即 如 果 A 或 一 A 为 假 , 它 便 
不 能 在 系统 内 证 明 ， 在 现在 的 元 数学 论证 中 便 应 换 以 一 个 元 数学 
的 等 价 假设 ,就 如 果 A 假 则 A 不 能 证 而 言 ,这 个 等 价 物 就 是 系统 的 
(简单 ) 无 矛盾 性 ($ 28)， 就 如 果 一 A 假 则 一 A 不 能 证 而 言 , 我 们 
需要 一 个 更 强 的 条 件 ,叫做 @ 无 矛盾 性 , 它 可 定义 如 下 . 

一 个 形式 系统 (或 一 个 具有 类 似 的 形成 规则 的 系统 )hd 做 @ 无 
矛盾 的 ,如 果 没 有 变 元 x 及 公式 A(x) 使 得 下 列 各 命题 全 真 : 

| 一 A(0)， f 一 A(1)， | 一 A(2)， “> ~— vzxA(zx) 

( 换 句 话说 ,如 果 不 是 既 斑 一 VxA(x) ,又 对 每 个 自然 数 = 都 有 | 

A(n),) 反之 ， 如 果 对 某 个 x 及 A(x) 使 得 所 有 .A(0)，A(1)， 

A(2),*… 以 及 一 VxA(x) 全 是 可 证 的 , 则 该 系统 叫做 矛盾 的 . 

: ”注意 , @ 无 矛盾 性 蕴涵 简单 无 矛 朱 性 ,因为 如 果 人 A 为 任何 一 个 
不 含 自由 变 元 的 可 证 公式 , 则 可 把 它 写成 “A(x)”, 而 x 为 一 变 元 ， 

这 时 所 有 A(0), A(1), A(2),*… 都 是 可 证 的 〈 依 我 们 $ 18 的 代 
人 记 法 ,这 些 都 简单 地 就 是 A); 因此 如 果 这 系统 是 口 无 矛盾 的 , 则 

一 YxA(x) 便 是 不 可 证 公式 的 一 例 (参见 $ 28). 
”定理 28 ”如果 数论 形式 系统 是 (简单 ) 无 矛盾 的 , 则 没有 广 A， 
(p); 如 果 该 系统 是 刀 无 矛盾 的 , 则 没有 | 一 汪 A*(p). 因此 , 如 果 
该 系统 是 w 无 矛盾 的 , 则 它 是 (简单 ) 不 完备 的 ,而 ApCp) 便 是 不 

可 判定 的 公式 的 一 例 . 〈 哥 德尔 定理 原来 形式 ，) 

先 证 如 果 该 系统 是 无 矛盾 的 ; 则 没有 | 一 Ay(P). (为 直觉 上 的 
反 证 法 起 见 ) 设 ~A,(p), 即 设 As(p) 是 可 证 的 . 由 此 就 有 它 的 
一 个 证 明 ; 设 该 证 明 的 可 德尔 数 为 <， 故 4(p,《) 为 真 ， 既 然 在 
引 理 中 把 A(a, 8) 作为 数字 地 表示 4(a,5) 的 公式 而 引入 ， 故 
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得 一 A(p,Ek)。 由 习 引 得 | 一 38A(p,8)， 再 由 483a 得 于 V6 一 
A(p, 8) ,而 这 便 是 上 一 AsCp). 与 我 们 的 假设 | 一 A;(P) 合并 ， 
便 和 该 系统 的 无 矛盾 性 的 假设 矛盾 、 故 由 反 证 法 得 : 没有 | 一 As 
(p) ,这 便 是 所 要 证 明 的 . (我 们 亦 可 以 由 | 一 Az(p) 出 发 ,应 用 V 
消 得 王 一 A(p, k), 从 而 与 无 矛盾 性 假设 相 了 矛盾. ) 
再 证 如 系统 是 无 矛盾 的 《办 而 是 无 矛盾 的 )， 则 没有 上 一 A， 
(p)， 由 无 矛盾 性 及 本 定理 的 第 一 部 分 可 知 A(p) 不 是 可 证 的 . 
故 每 个 自然 数 0, 1, 2, … 都 不 是 As《p) 的 证 明 的 哥 德 尔 数 ; 即 
4(p, 0)，4(p, 1)，、4(ps 2), *… 全 是 假 的 ,既然 A(a, 5b) 数字 
地 表示 4(a，5),， 故 得 ACp, 0), 一 ACp, 1), 一 了 A 
(p, 2), .….， 因 而 由 无 矛盾 性 可 知 没有 | 一 一 V8 一 A(P, 86), 亦 
即 没有 | 一 一 A,(p) ,这 便 是 所 要 证 明 的 . 
我 们 先 给 出 这 定理 的 哥 德 尔 的 原来 形式 ， 因 为 其 证 明 在 直觉 
上 较为 简单 而 且 是 治 着 上 述 的 权 宣 方式 进行 的 . 罗 职 [1936] 指 出 ， 
如 果 把 不 可 判定 公式 取得 较为 复杂 一 些 ， 则 w 无 矛盾 性 的 假设 可 
以 除去 , 只 由 简单 无 矛盾 性 便 可 以 推出 不 完备 性 了 。 试 考虑 公式 
VB8[ 一 A(a;5) V3ace(e < pkB(a,e))]， 设 其 哥 德 尔 数 为 9. 今 考 
虑 公式 As(q)，, 即 
Aslq): vb[ "A(q,b) V3e(e < beB(q,e))]. 
 ” 依 哥 德尔 编号 观点 可 把 公式 Av(q) 解释 为 下 述 的 断定 : 对 
As(q) 的 任何 证 明言 ,都 有 一 个 一 Ax(q) 的 证 明 而 该 证 明 具 有 相 
等 的 或 更 小 的 可 德尔 数 ， 由 于 假设 了 简单 无 矛盾 性 ， 这 便 蕴涵 了 
As(q) 是 不 可 证 的 . 
定理 29 ”如果 数 论 形式 系统 是 (简单 ) 无 巴 盾 的 ， 则 既 没 有 
上 A(q) ,也 没有 普 一 As(q); 即 如 果 该 系统 是 无 矛盾 的 , 它 便 是 
(简单 ) 不 完备 的 ,以 AD) 为 不 可 判定 的 公式 之 一 ( 罗 歌 形 的 
哥 德 尔 定理 ,)? 


1) 实质 上 这 时 不 但 证 明了 第 四 章 的 形式 系统 5 的 不 完备 性 ， 而 且 证 明了 它 的 不 可 
、 ”补足 性 的确, 试 设 8: 为 系统 5 的 加 强 系统 , 且 是 无 矛盾 的 ， 正 和 对 5 一 样 5 引 
， 理 21 对 51 也 成 立 ， 引 理 ( 应 用 于 5 时 ) 中 所 提 到 的 谓词 记 为 4i(2a 2) 及 Bt 

《a,c) 《因为 在 定义 中 出 现 了 “在 51 中 可 证 性 ”; 故 与 前 不 同 了 ); 数字 地 表示 这 
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先 证 如 果 该 系统 是 无 矛盾 的 , 则 没有 上 六 A(q). 设 | 王 Av(q)， 
如 前 (但 以 ? 代 芒 有 | 一 A(q, k)。 又 在 我 们 的 无 矛盾 性 的 假设 
下 , | 一 A;(q) 的 假设 蕴涵 着 没有 | 下 As(q)， 即 一 A;(q) 是 不 
可 证 的 .因此 ,特别 是 ，B(q, 0), BC(q, 1),*…，B(q,《) 全 是 假 
的 又 因 B(a, b) 数字 地 表示 B(a, 5), 故 有 上 | 了 BCq, 0)， 
一 1B(q, 1),…, 上 了 1B(q, kk).。 故 由 *166a 得 一 Ve (ec 么 
KE 二 一 B(q, ec)). 这 与 禾 A(q, k) 合并 ,再 由 & 引 及 3 引得 | 
6b[A(q, b)ave(e 志 b 汪 "BC(q, c))]， 故 由 *58b 及 *86 (及 替换 
定理 14 系 1 一 一 译 者 ) 得 瞩 -36b[A(q, 6b) & 3c (ec < bgB (q， 
e))]， 故 由 *57b (及 六 0) 得 普 38 盖 [一 A(q, bB)V3e(Ce 过 bzB 
(q, e))]， 故 由 *85a 得 上 下 Vb[ "A(q, 8)Va3ae(e < pkB(q， 
c))]， 但 这 便 是 | 一 汪 Av(q)， 故 同 前 ,没有 | 一 人 A(q)， 这 便 是 所 
要 证 明 的 . 

再 证 如 果 该 系统 是 无 矛盾 的 , 则 没有 [上 一 A,(qd)， 设 有 六 
As(q), 即 盖 4x(q) 是 可 证 的 ， 则 它 有 一 证 明 ; 设 这 证 明 的 哥 德 尔 
数 为 《。 则 B(q,) 为 真 ， 故 上 产 B(q,k)， 由 *168 得 F-V8[5>> 
E 二 ac(c < bgB(q,c))]. 又 如 前 (但 以 4 代 p) 且 A(q, 0)， 
一 站 A(q, 1),…, 一 "A(q, 一 1). 由 *166 得 一 Vb[b 一 
kk 二 一 A(q, 6)]。 再 由 *169 得 斑 V8[ 一 A(q, 6)V3acCe < b&B 
(q, c))1. 但 这 便 是 一 A,(q). 故 没 有 FA (q), 这 便 是 所 要 
证 明 的 . 

注意 ,我 们 并 没有 直接 得 出 结论 说 : A,(p)， A,(p), As(q) 
及 一 A,(q) 是 不 可 证 的 ,我 们 只 是 说 ， 如 果 这 系统 是 (简单 ) 无 矛 
盾 的 , 则 A,(p)，As(q) 及 一 Ay(q) 是 不 可 证 的 ， 又 如 果 系统 是 
w 无 矛盾 的 , 则 一 A*(p) 是 不 可 证 的 ， 


试 考 虑 我 们 对 下 事实 的 证 明知 , 如 果 系 统 是 无 矛盾 的 , 则 A， 
两 证 朋 的 公式 记 为 “ACa, 6) 及 BLKas ec)。 今 对 5 而 应 用 定理 29 可 知 系 
统 5, 是 不 完备 的 ? 故 其 中 含有 不 可 判定 的 公式 Ac (qi2. 由 于 这 个 不 可 判定 的 
公式 可 以 能 行 地 作出 ; 故 系统 5 是 能 行 不 可 补足 的 一 一 俄 译注 。 

1) 这 里 原文 用 demonstration 以 别 于 proof， 后 者 著者 用 以 指 形 式 证 明 一 一 俄 评 
注 。 按 在 本 节 中 凡 原文 用 demonstration 处 中 译本 一 律 加 星 号 以 作 区 别 一 
译 者 注 。 
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(p) 是 不 可 证 的 .如 果 再 补 人 这 系统 的 无 矛盾 性 的 证 明 *, 列 于 上 
述 证 明 * 之 前 , 那 末 便 可 以 得 出 A*(p) 的 不 可 证 性 的 证 明 * 了 ， 

假设 这 样 的 A,(p〉 的 不 可 证 性 的 证 明 * 是 存在 的 , 试 把 形式 
客体 用 哥 德 尔 数 来 表示 ， 我 们 便 可 以 把 它 表 示 为 在 非 形 式 数论 内 
的 一 个 证 明 *。 我 们 今 问 , 后 面 这 个 证 明 * 能 不 能 够 在 本 系统 之 内 
加 以 形式 化 ， 

形式 化 后 ,公式 A,(p) 自身 便 是 所 要 证 明 * 的 东西 ( 即 , Ap(P) 
是 不 可 证 的 ) 的 一 个 形式 化 的 叙述 。 因此 4A,(P) 不 可 证 性 的 形 
式 证 明 * 便 将 是 A(p) 的 形式 证 明 (注意 ， 原 文 是 proof 一 一 译 
者 )。 由 定理 28， 如 果 本 系统 是 无 矛盾 的 ， 则 这 种 证 明 是 不 存在 
的 . 

”因此 ,如 果 我 们 对 As*(P) 的 不 可 证 性 有 一 个 非 形式 的 证 明 *， 
那 末 这 个 证 明 * 将 不 能 在 系统 之 内 形式 化 ,如 果 本 系统 是 无 矛盾 的 
的 话 ， 所 说 的 非 形式 证 明 * 将 包含 两 部 分 ,第 一 部 分 是 系统 无 矛盾 
性 的 证 明 ， 第 二 部 分 是 上 而 已 经 给 出 的 证 明 〈 定 理 28 前 半 的 证 
. 明 ), 即 如 果 系 统 是 无 矛盾 的 , 那 末 A,(P) 是 不 可 证 的 . 

， 如 果 我 们 能 够 指出 第 二 部 分 的 确 能 够 在 系统 内 形式 化 ， 我 们 
便 有 一 方法 来 指出 第 一 部 分 不 能 在 系统 内 形式 化 了 ， 如 果 系 统 是 
无 矛盾 的 的 话 。 这 便 是 第 二 条 定理 。 在 叙述 这 定理 以 前 , 我 们 先 
扼要 重 述 这 个 论证 . 

系统 是 (简单 ) 无 矛盾 的 这 个 断定 可 以 通过 哥 德 尔 编号 而 在 形 
式 系统 内 作 种 种 的 表示 : 设 C (a, 5) (D(a, c)) 为 下 列 谓词 : 

< 是 一 公式 即 A. 的 哥 德 尔 数 , 而 2 是 A. 的 (c 是 一 A 的 ) 证 明 的 
哥 德 尔 数 。 又 存在 两 公式 C(a,5b) 及 D(a, ec) 分 别 数字 地 表示 
C(a, 06) 及 D(a, c) (8$52)。 故 $ 28 中 无 矛盾 性 的 原来 定义 直接 
可 以 在 形式 系统 内 写成 公式 aa[3bgC(e:5)gacD(a, c)]， 就 定 
义 的 第 二 种 说 法 言 , 由 于 公式 一 ! 一 0 是 可 证 的 (公理 15), 故 本 系 
统 是 无 矛盾 的 当 且 仅 当 公式 1 一 0 是 不 可 证 的 。 设 > 为 公式 1 一 0 
的 哥 德 尔 数 , 则 A,(r) 亦 为 该 公式 , 而 无 矛盾 性 便 可 表 为 一 38A 
Cr,5) 或 Yb 了 TA (r, 5b).。 设 随 便 选取 这 些 公式 之 一 并 岂 做 


。230。 


“Consis”, 

Ap(p) 是 不 可 证 的 这 断定 可 通过 哥 德 尔 编号 而 表 为 YA 
(p, 5) ,而 这 亦 即 是 As(p). 

定理 28 前 半 的 直觉 证 明 * 便 是 证 朋 * 了 
(1) {系统 是 无 蔬 盾 的 ) 蕴 涵 {ApCp) 是 不 可 证 的 }. 

要 是 利用 哥 德 尔 编号 能 够 把 (1) 的 整个 元 数学 证 朋 * 在 系统 
内 形式 化 , 则 我 们 应 得 
(TD) i Consis 二 A,(P). 

现在 ， 元 数学 地 设 | 一 Consis。 这 时 用 定 消 将 会 由 (ID 而 得 
| 一 A(p)， 由 定理 28, 如 果 系 统 是 无 矛盾 的 , 那 末 要 得 | 一 Ar(p) 
是 不 可 能 的 . 根据 元 数学 的 反 证 法 由 此 可 得 如 下 定理 . 《这 证 明 
亦 可 建 基于 定理 29, 因 有 ?V6 了 A(q,6) 了 As().) 

定理 30 如果 数论 形式 系统 是 《简单 ) 无 矛盾 的 ， 则 没有 
| 一 Consis; 即 , 如 果 该 系统 是 无 矛盾 的 , 则 用 可 以 形式 化 于 系统 内 
的 方法 不 可 能 导出 它 的 无 矛盾 性 的 证 明 ( 哥 德 尔 第 二 定理 .。) 

当 我 们 在 第 十 章 中 证 明了 引 理 21 后 ,定理 28 及 定理 29 的 证 
明 便 完 毕 了 . 至 于 定理 30 的 证 明 ， 还 须 设 法 由 (1) 过 渡 到 (ID， 
这 是 一 个 把 很 长 的 非 形 式 证 明 加 以 形式 化 的 一 个 练习 ， 我 们 在 本 
书 内 不 想 给 以 那么 多 的 篇 幅 ”. : 

希 尔 伯 特 - 伯 尔 泰 斯 [1939] 就 一 个 形式 系统 Z 而 作出 该 形 
式 化 (参见 283 页 以 后 ， 尤 其 是 306 一 324 页 )， 因 此 推 得 (324 一 
328 页 ): 定理 30 对 系统 Z 成立， 而 后 者 与 我 们 的 古典 数论 系统 
只 有 一 些 非 本 质 的 差异 (主要 在 于 使 用 谓词 变 元 ， 见 $ 37 末 ,， 以. 
及 使 用 相等 性 公设 , 见 $ 73). 因 此 定理 30 对 我 们 的 古典 系统 亦 成 
立 ;车 应 用 哥 德 尔 {1932 一 33], 可 推出 它 对 我 们 的 直觉 主义 系统 亦 
是 成 立 的 《至 少 当 Consis 为 Vb”7IA(r, Bb) 或 站 3bA(r?,5) 而 
A(a,5) 适当 地 选取 时 ) (参见 $31 定理 60 (b2) 及 纳 尔 孙 (Nelson) 
[1947],p. 326—327). | 

1) 由 公理 54 及 *69 推 得 一 一 俄 译注 。 
2) 又 见 俄 译本 附录 二 一 俄 译注 。 
» 231 。 


还 可 注意 ,只 是 当 我 们 把 (简单 ) 无 矛盾 性 的 原来 定义 或 很 相 
近 的 等 价 定义 的 直接 形式 化 取 作 公式 Consis 时 , 我 们 才 须 作 这 个 
练习 ， 直 觉 上 说 , As(p) 自身 便 是 Consis 的 等 价 式 之 一 , 这 由 哥 
德尔 定理 的 很 长 的 直觉 证 明 便 可 以 知道 ， 因 为 由 定理 28, 如 果 系 
统 是 无 矛盾 的 , 则 ApCp) 是 不 可 证 的 ,由 $ 28, 如 果 Ay(p) 是 站 
可 证 的 , 则 系统 是 无 矛盾 的 ;而 A,(p) 的 不 可 证 性 又 可 由 A,(p) 
本 身 来 表示 ， 

这 些 结果 对 元 数学 的 规划 具有 什么 意义 呢 ? 我 们 当然 希望 形 
式 系统 是 无 矛盾 的 . 如 果 这 样 , 那 末 依 定 理 29, 它 必 然 是 不 完备 
的 .我 们 不 能 把 非 形式 数论 全 部 明显 地 形式 化 , 使 得 每 个 命题 或 
它 的 否定 都 是 由 明显 表述 的 公理 根据 明显 表述 的 规则 而 得 的 后 了 
(§ 15). 

如 果 把 上 述 的 《简单 ) 无 矛盾 性 假设 从 它 的 有 穷 性 意义 来 了 
解 ; 即 设 该 无 矛盾 性 是 能 够 元 数学 地 证 明 的 , 那 末 在 下 述 意 义 上 该 
系统 亦 是 不 完备 的 : 有 些 可 在 它 之 内 表达 的 命题 , 在 有 穷 性 的 基 
础 上 是 真 的 , 却 不 能 形式 地 证 明 ,As《p) ，AsCq) 及 Consis 就 表示 
了 三 个 这 样 的 命题 . 

关于 元 数学 地 证 明 无 矛盾 性 的 问题 ,由 定理 30 可 以 得 出 下 列 
的 后 承 , 即 在 证 明 中 我 们 所 必须 信任 的 方法 ,一 定 有 些 是 在 系统 内 
不 能 形式 化 的 .但 这 并 不 先 验 地 排斥 了 下 列 要 求 , 即 所 信任 的 方法 
并 不 包括 全 部 形式 化 方法 ,后 者 有 若干 方法 是 我 们 所 不 信任 的 ,这 
才 引 起 形式 主义 者 作出 (有关 无 矛盾 性 的 一 译 者 ) 证 明 的 企图 . 
但 这 定理 的 确 向 元 数学 家 挑战 ， 要 求 有 穷 性 证 明 的 方法 必须 比 通 
常 在 初等 数论 中 所 使 用 的 方法 还 强 . 
” ”这 定理 对 完备 性 问题 及 无 矛盾 性 问题 还 有 进一步 的 应 用 . - 假 
设 我 们 的 系统 是 (简单 ) 无 矛盾 的 ， 则 正如 定理 28 后 半 的 证 明 那 
样 ,A,(p) 是 不 可 证 的 ,但 却 有 | 一 下 A(p,0)，[ 一 A(p, 1)， 广 
一 A(p,2),…， 因 此 我 们 有 一 公式 A(x) ( 即 一 A(p, 58)) 使 得 
我 们 有 | 一 A(0)， 上 A(I7，[ 一 A(2),… ;但 没有 上 王 VxA(x) (这 
是 As(P))， 对 这 情况 塔 斯 基 [1933a] 叫做 不 完备 性 ， 在 这 情 
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形 下 ,如 果 有 疙 一 YxAkx)( 这 是 一 A,(pP)), 则 该 系统 是 w 矛盾 的 。 
由 于 发 现 了 一 系统 可 以 是 w 不 完备 的 ， 因 此 也 揭示 了 一 系统 很 可 
能 是 矛盾 的 而 未 必 是 简单 矛盾 的 .如果 我 们 的 系统 是 简单 无 矛 
盾 的 的 话 , 则 由 我 们 的 系统 加 入 一 A*(p) 作为 新 公理 后 肯定 地 便 
是 这 种 系统 . 要 看 出 这 新 系统 是 简单 无 矛盾 的 ,我 们 应 注意 ,如 果 
在 其 中 可 以 证 出 B 及 一 B， 则 在 原来 的 系统 内 了 与 已 B 该 由 门 A， 
(Pp) 而 推演 出 (§ 20 未 ); 故 由 一 引 ,一 Ap(p) 将 是 可 证 的 ;由 一 消 
〈 对 直觉 主义 言 ,由 $ 35 定理 17 系 的 IVasDIVa) 可 知 A,(p) 是 
可 证 的 , 与 定理 28 矛盾 .显然 地 我 们 还 可 定义 更 高 级 的 完备 性 与 
无 矛盾 性 . 本 

我 们 不 希望 我 们 的 系统 是 w 矛盾 的 , 即使 它 是 无 矛盾 的 . 特 
别 是 ,如 果 简 单 无 矛盾 狂 可 以 元 数学 地 证 明 , 则 在 解释 之 下 , 公式 
一 Ap(P) 将 表示 一 命题 ,与 一 个 在 有 穷 性 基础 上 为 真 的 命题 相 矛 
盾 ; 如 果 一 A;(P) 是 可 证 的 ,依照 希 尔 伯 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939](282 
页 ), 我 们 便 说 该 系统 是 外 部 矛盾 的 , 即 就 有 穷 性 解释 而 言 是 矛盾 
的 ， 因 此 只 靠 简单 无 矛盾 性 的 证 明 不 能 保证 该 形式 化 数学 不 会 得 
出 一 些 在 直觉 上 为 假 的 公式 . (这 是 首先 由 芬 斯 勒 Finsler [1926] 
指出 的 ,他 是 就 一 个 在 我 们 的 意义 之 下 非 形式 系统 而 立论 的 ,又 参 
看 可 德尔 [1931 一 2a]，) 

假设 我 们 的 系统 是 简单 无 矛盾 的 。 为 简单 起 见 , 如果 一 公式 
在 解释 之 下 表示 一 个 “ 真 ”(“ 假 ”>) 的 命题 ,我 们 便 说 该 公式 是 “ 真 ” 
(“ 假 ”) 的 , 设 B(x) 为 一 公式 ,数字 地 表示 了 一 谓词 B(x), 这 亦 
是 在 解释 之 下 它 所 表示 的 。 则 对 每 个 自然 数 * 而 言 ,公式 B(x) 是 
可 证 的 当 且 仅 当 它 是 真 的 。 如果 公式 VxBC(x) 是 可 证 的 , 则 它 是 
真 的 (由 于 VY 消 ); 但 一 般 说 来 , 逆 理 不 真 (例如 ，A,(P))。 如 果 
3xB(x) 是 真 的 , 则 它 是 可 证 的 (由 于 3 引 ); 但 我 们 没有 元 数学 地 
证 明 其 逆 命 题 (例如 ,35A(p, 5) ,由 它 根据 *83a 可 推出 一 A,(p)， 
从 而 可 知 它 是 假 的 ,但 如 果 不 假设 % 无 矛盾 性 ,我 们 不 敢 说 它 是 不 
可 证 的 ). : 

曾 有 人 想 用 古典 系统 并 借助 于 "理想 ”陈述 句 而 直觉 主义 地 证 
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朋 “ 真 实 ” 陈 述 名 (参看 $ 14), 在 有 了 (简单 ) 无 矛盾 性 证 明 以 后 ， 
就 B(x) 及 VxB(x) 形状 的 “真实 ”陈述 句 而 言 ,这 种 做 法 是 有 根 
据 的 ,但 就 3xB(x) 形状 的 “真实 ”陈述 句 而 言 ,由 上 面 所 证 明 的 看 
来 ,就 欠 根 据 了 ?. 

假设 在 这 系统 之 上 再 加 入 Ar(P) 或 Az(g) 或 Consis 作为 一 个 
新 公理 , 并 重复 整个 过 程 因而 依次 得 出 一 系列 的 系统 。 可 以 证 明 
如 果 这 些 系统 是 无 矛盾 的 , 则 VxA(x) 形 的 可 证 公式 类 是 依次 扩 
大 的 。 哥 德尔 [1931 一 2] 说 ,只 须 逐 次 容许 更 高 型 的 变 元 ,所 得 到 
的 各 系统 也 这 样 (至少 当 假设 % 无 矛盾 性 时 是 这 样 )， 除 却 我 们 缺 
乏 相 应 的 无 矛盾 性 的 证 明 外 , 这 便 表 明了 (参看 $ 14), 逐次 更 高 型 
的 理论 构 作 的 确 使 所 包含 的 原来 种 类 的 “真实 ”名 的 类 增加 了 一 
些 ， 哥 德尔 [1936] 又 说 ,在 更 高 的 系统 内 ,有 无 穷 多 个 原来 的 可 证 
公式 具有 更 短 的 证 明 22. 

直到 这 里 我 们 只 是 对 我 们 的 特殊 的 形式 系统 而 获得 哥 德 尔 定 
理 《〈 除 却 最 后 的 附注 牵涉 到 一 系列 的 系统 外 )。 现在 发 生 一 个 问 
题 , 即 它 是 否 由 于 目前 对 逻辑 所 作 的 形式 化 有 一 些 特 点 之 故 , 是 否 
在 别 的 形式 化 之 下 可 以 避免 昵 2 在 下 面 几 童 内 , 除却 补 人 证 明 哥 
德尔 定理 时 所 需要 的 引 理 的 证 明 外 ,我 们 还 达到 一 个 观点 , 靠 它 可 
以 对 一 般 的 形式 系统 而 讨论 这 些 问题 ， 而 这 里 所 讨论 的 形式 系统 
只 不 过 是 作为 一 个 例子 罢了 (8$60， $61). 

1) 又 参看 俄 译本 附录 VD. 
2》 指 下 述 定理 ;， 设 5 为 如 ( 俄 译本 ) 附 录 1 中 所 述 的 无 耶 盾 的 系 狂 。S: 为 由 它 加 入 

高 层 变 元 所 得 的 扩张 系统 ,并 设 S, 中 自由 地 容许 非 直 亩 定义 (参看 $12; 这 时 $81 

末 的 谓词 TCa) 便 可 在 5, 内 定义 ,因此 公式 Consis， 即 在 系统 5 内 而 表示 5 的 

无 矛盾 性 的 公式 , 亦 可 在 5 内 证 明了 )， 这 时 对 于 任何 一 个 可 计算 函数 p(n)， 

可 二 出 一 公式 下 , 使 得 它 在 5 及 在 5, 中 最 短 的 证 明 的 长 度 1 与 1 恒 有 1>9 

这 定理 的 证 明 首先 由 克 累 斯 尔 与 王 洛 Kreisel-Wang 【1955] 所 公布 ;这 里 p(n) 

的 可 计算 性 是 不 重要 的 ， 系 统 5S， 可 换 为 5 的 任何 一 个 扩张 系 绕 ， 只 要 在 其 中 

Consis 是 可 证 的 便 成 ，F 可 取 为 当 上 充分 大 时 的 FC1)，F(I)》 为 一 公式 ， 它 与 

ApCp) 的 差异 点 仅 在 于 : 在 ACa,5) 的 定义 中 把 证明? 字样 改 为 < 长 度 </ 的 

证 明 ? 字样 。 用 定理 28 第 一 部 分 的 证 明 的 方法 可 证 得 在 5 中 对 FC1)》 不 可 能 


有 长 度 i 的 证 明 ， 同 时， 利用 附录 1 的 方法 可 证 得 ， 在 5 中 公式 Consis 汪 
YaFCn) 是 可 证 的 一 一 俄 译注 ， 
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